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Einleitungsl
Klassische Begriffe und Inhaltsangabe

in dieser Arbeit stellen wir eine neue aiga=
braische Methode zur Untersuchung von Vektorbiindeln, aber
such bellebigen kohlérenten Moduln auf projektiven REumen
Pn vor. Um die Einfiihrung des wesentlichen mit kohdrenten
P, _-Moduln zusammenhéngenden Begriffes, des Kroneckermo-
duls, zu motivieren, wollen wir jetzt an die klassischen

Resultate von SERRE erinnern.

Sei Grad” die kKategorie der endlich erzeug-
ten gradulerten Moduln ilber der graduierten k-Algebra der
Folynome k[xo,...,xn] , wobel k ein salgebraisch abgeschlos-
sener Kbrper sei. Aus einem Modul ™M in Grad" X8nnen wir
auf folgende Weise einen P -Modul ¥ konstruleren: Wir de-
finjeren die Schnitte r(Pnf,;) von ¥ iber der of-
fenen Menge Pnf von Pn der Punkte, wo die homogene Funk-
tion feéklx ,...,x J nicht verschnwindet, als die o-te
Komponente ("f)o der Lokallsierung My von M bezliglich
der Menge {1,f,f2,f3....} « Dadurch ist bis auf eindeuti-
ge Isomorphie ein kohdrenter Pn-Modul ¥ bestimmt,

Insbesondere ist dem Modul klx_,e.e,x J (m),
den wir aus k[xo,...,xn] durch Verschieben der Gradule-
rung erhalten, der lokalfrele kohdrente P _—Modul Oim)
zugeordnet, als Geradenbiindel eine Potenz des Hopfbiindels
bei meE o » Wenn wir mit Fim das Tensorprodukt
F@ 0(m) wunamit [XTF) dleblobalen Schnitte von ¥
bezeichnen, so ist flr einen kohidrenten l'-‘n-Modul F  der
Vektorraum X(F) = ;U‘_zr(f(m)) ein endlich erzeugter
k[xo,....xn_] -Modul, wenn er mit der natirlichen Multipli-
kation versehen wird, die folgendermafien definlert ist: Wir
fassen X, als Schnitt von (1) auf und definie-
ren x,3 fir s in [ (¥ (m)) als den Schnitt x, 8 s
von @@ F (m) = F(ms1).
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Auf diese Weise erhalten wir zwel Funktoren
AL: crad"->uled una x: (el — Grad” | wobei
dle XKategorie der koh&renten Pn—Modulgarben bezelchnet.
pie Konstruktion -OL  wvon P_-Modulnhéngt aber nicht
von den homogenen Komponenten vom Grad kleiner als eine
beliebige Konstante ab, und andererselts gibt es Moduln
mit KCF)m e o fiir alle me2 kleiner als eine beliebl-
ge Xonstante. Daher sind die Funktoren 0L, X erst dann
"invers", wann wir in Grad” Objekte und Morphismen iden-
tifizlieren, die in allen homogenen Komponenten genligend
hohen Grades ilbereinstimmen,

Diese Identifizierung in Grad” ist aber
rein theoretisch und praktisch arbeitet man mit den Objek-
ten in Grad” . Dann aber kann es vorkommen, da8 z.B. ein
unzerlegbarer graduierter Modul M einen zerlegbaren
P _~-Modul A1{M) induziert. Um jedoch von der Notwendig-
keit der Klassenbildung loszukommen, mufi man sich in jedem
Fall auf Pn-Moduln F beschrinken, die schon aus ihren
Schnitten { (F(m)) filr m kleiner als eina Konstante
konstruierbar sind. Zum Beispiel besitzt die Unterkatego-
rie ﬁ: von oled™  der lokalfreien global erzeugten
P -Moduln F , wo die hBhere Kohomologie der F{m) flUr
m > -p verschwindet, diese Eigenschaft, und wir wer-
den zeigen, dan ein solcher @ -Modul ¥  schon durch
zwel Komponenten von X{§) , z.B. durch FM(¥(=1)) und
(F) bestimmt ist, zusammen mit der Multiplikation
durch die x, €& k(x yeceyx ], die n+l lineare Abbil-
dungen x,t MF(-1)) —> ) induzieren. Solch ein Ob—
jekt von zwel Vektorrdumen V und W mit elner endli-
chen Zahl k von linearen Abbildungen VvV —> W helift
Kroneckermodul mit k Pfellen,

Wir kénnen also jedem koharenten tPn-Modul F
einen Kroneckermodul X (¥) mit n+l Pfeilen | (F(-1))
-—=> (" (F) zuordnen. Wir entwickeln auch ein Verfahren
zur globalen Konstruktion von @ -Moduln WH(x) aus Kron-
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eckermoduln a und zeigen, dan der Funktor K auf
einer Unterkategorie hd, von Aed  d1e Vo, ent-
hilt, eine volltreue Einbettung in die Kategorie der Kron-=
eckermoduln induziert und wSchnitt® filr den Funktor M
ist. Die Kategorie od” nat die Eigenschaft, dad es
fir jeden kohdrenten e —Modul ¥ ein mée N gibt, 8O
dan F (m) in wlod” 1liegt, Daher kann man sich auf Hed]
beschrinken, wenn man Pn—Moduln nur bis auf Isomorphie
petrachtet, da F (m) insomorph zu 5(m) ist, genau wenn

f=9 5

pDa wir vornehmlich an Fragen der Isomorphie
von Vektorblindeln interessiert sind, untersuchen wir in
dieser Arbeit Eigenschaften der Kroneckermoduln von Vektor~
plindeln in dsd . . Zunichst jedoch eine Erinnerung an
die "klassischen" Methoden, ein quasiprojektives Schema
von Isomorphieklassen von vektorbiindeln auf elner nichtsin=-
gulliren projektiven Kurve X zu konstruieren. Man kon=
strulert zuerst eine Familie oder ein Schema von Vektor—
blindeln mit eiper darauf operierenden reduktiven Gruppe BO,
daf ihre Bahnen genau die Isomorphieklassen sind. Dann
studiert man die Gruppenoperation und kennzeichnet das
offene Unterschema der nwgtabllen"” Punkte, wofir ein "geo=
metrischer® Quotient, das Modulischema, nach der Gruppen=
operatlion existiert, d.h. im wesentlichent: ein universel-
les gquasl-projektives Schema, dessen Punkte die Isomorphie-
klassen parametrisieren. [ Mumford, GIT, 0.4]

Dabei werden drei wesentliche Eigenschaften
von Biindeln auf projektlven Kurven verwendets
1. Die Ve ktorbilndel sind genau die torsionsfreien X -Mo-

duln.
2. Jedes Bindel F hat eine Filtrierung O = F, € Fy
es e By & Ao F , 50 dab F1/P1-1 ein Geraden-—

biindel ist.
3. Bei Vorgabe der diskreten Invarianten Rang r und
Grad c gibt es ein Schema von Biindeln vom Rang r

und Grad c mit einer Moduligruppe.




wir sind in der Lage, mit ¥hnlichen Methoden
die stabilen ("besonders stabilen”™) Vektorblindel auf PZ
(fiir beliebjge Ringel!) zu kennzelchnen, Leider gelingt
eine geometrische Deutung des Stabilit¥tskriteriums (5,2)
nur fiir spezijelle (moncmiale) Blindel (5.4). Die hier ver-
wendeten Methoden sind jedoch sicher "ausbaufdhig", nicht
wahrscheinlich‘dagegen auf beliebige Bindel dber P, da
die zur Herleltung des Stabllitltskriteriums verwendeten
drel zentralen Eigenschaften f(ir P, mit n > 2 sicher
nicht geltent

Den obigen Aussagen entsprechen folgendes
1. Die Kroneckermoduln von Vektorblndeln sind genau die re-
guléren Kroneckermoduln (3.5). (Filr die Definition von
"reguldr™ ist der Begriff der Torsionsfreiheit entschei-
dend. AuBerdem ist klar, daf der Kroneckermodul eines
Vektorblindels torsionsfrel ist, d.h. flr e, € ( (¢(1))
und x,.,€ [M(F(-1)) iat e.x€ {(F) nicht Null.) Dies
gilt fir ajle L

2. Jedes Biindel auf Pz hat eine Felge 0 = F_1 ’ Po 3 ese

Frel » Fm = F von Mabgeleiteten™ BUndeln mit exakten
Sequenzen © 8@ ¥, —> Fy_1 (1) — Fi = mazi —> 06 ,
Der Bewels der Existenz in 4,1ff 1408t leider nicht er-
kennen, wie sehr die Gilltigkelt dieser Aussage mit der
Regularit¥t von E@&[ (F(-2)) — [((F(~1)) verknlpft

ist und dan sie flir n>2 nicht gelten kann, z.B. ist

K £2.(3)) auf ®, nicht regullir.

3, Bel Vorgabe der Invarianten m (die "Stufe" von F ) so-

wie dim Y; und dim 21 {4.3) gibt es ein Schema von
Vektorblindeln (4.7) mit einer Moduligruppe, hier SL
(5.1), Pie Definition ist fiir alle BiUndel nur auf Pz
mdglich, da Punkt 2, nur fiir alle Bilndel gilt, wenn

nwe2 igt, Dim 2
Summanden von F

k

a iast der Rang des maximalen trivialen

i und dim Yl 144t sich offenbar durch

die R3nge der Fj ausdricken,
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Grobe (bersicnt {ber die Sehritte und Ergebnisse unserer

Untersuchungensi

Der erste Abschnitt dient der Festlegung der
verwendeten Begriffe, insbesondere im Zusammenhang mit
np(€)-Modul” und "Vektorblndel®. Hier finden wir auch Kri-
terien fir die Exaktheit von vek torbiindelsequenzen und da-
filr, dab elin £ (E}=-Modul ein Bilndel ist {0.7,0.6), welches
wir als durch die Famillie seiner Fasern gegeben auffassen
(0.5).

Der zweite Abschnitt stellt die immer wieder
verwendeten Geradenblindel @®(m) sowie die Differential-
bindel NS in der Sichtweise von Abschnitt o. vor und
gibt die sie verbindenden Erweiterungen an (1.6). Daraus
ergeben sich eine kanonische Beschreibung der Schnitte von

@W(m) (1.4,1.5) und kKohomologieeigenschaften dieser

Bindel (1.5, 1.7}«

Der dritte Abachnitt filhrt die Begriffe
Schnitt— und Xroneckermodul ein. Hier konatruieren wir auch
einen ©(E)-Modul aus einem Kroneckermodul (bis 1.4). XK
und M sind adjungiert und induzileren daher einen Is0=-
morphismus von uuad; auf eine volle Unterkategorie der
kKroneckermoduln (2.6,2.7). Definition und erste Eigenachaf-
ten von Wded) finden wir in 2.7, 2.8 und 2.9, 1nsbeson-
dere hat ein Feaﬂhd: eine "universelle” Aufldsung durch
pifferentialbiindel (2.6).

Im vierten Abschnitt leiten wir mit Hilfe die-
ser Eigenschaften von udsl, das Zerfsllungskriterium flr
Vektorbindel auf @, her (3.1) und fihren die Glltigkelt
des Satzes von Riemann=Roch-Hirzebruch ilber einem projek-—
tiven Schema X auf die einer Gleichung zuriick, in der
nur noch die Toddpolynome von X und P~ und das trivi-

ale Blindel vorkommen (3.7). Dann deuten wir die Serre-Du-
alit8t zwischen Ext™(F,A"2) und [(F) fir F in wisd
als den durch die universelle Aufl&sung gegebenen I1somor-
phismus (3.3).
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In 3.4 schiienlich beweisen wir, daf durch den Schnittfunk=
tor auf .Aud; eine Einbettung nach Grad" gegeben ist,

Wir kdnnen auch die Verschiebung und Einschrinkung eines
Kroneckermoduls entsprechend der eines §F(E)-Moduis defi-
nieren. Es gilt dann K{(P(m)) o K(F)(m) wund
3((?(9(5,)) . JK(F)lg, » In 3,5 verwenden wir diese Be-
griffe, un Bhnlich dem Bewels des Hilbertschen Syzigien-
satzes die Xroneckermoduln zu charakterisieren, die Kronek-
kermodul eines Vektorblindesl in 4'6: sind.

Im filnften Abschnitt entwickeln wir den Be=
griff des polynomialen BUndels, definleren dessen Ableitun-
gen, Stufen und universelle Erweiterungen in 4,2 und 4,3,
Von 4,4 ab konstruleren wir zu gegebenem Polynom P alne
menge Tp von polynomialen Vektorblindeln, so daf jedes
Biindel mit Polynom p zu einem Bindel in ‘V} isomerph
ist (4.5, 4.6). In 4.7 bewelisen wir, daf die ’V} Schemata
sind und die Projektion Vp — ip ( & = "Ableitung”) sich
als Morphismus F > (Ableitung von F) deuten l#Bt. In
Theorem 4,7 werden aufleardem Existenzkriterien flir polynomi=
ale Bindel angegeben, Als Folgerung ergibt sich, daf poly=
nominale Blindel vom Rang £ n in Geradenbilndel zerfallen,

Der sechste Abschnitt ist der Frage nach der
Isomorphie von Bindeln in /f; gewidmet. Die Isomorphie-
klassen erkennen wir als Bahnen von SLk o auf einem Unter-
schema einer Grafmannigfaltigkeit operierend (5.1), worauf
wir die Frage diskutieren, ob sie sich als Punkte eines
quasiprojektiven Schemas suffassen lassen., Eine algebra-
lsche Kennzeichnung der “"guten'" Isomorphieklassen steht in
5.2. Un sie geometrisch interpretieren zu kdnnen, beschrin-
ken wir uns auf monomiale Biindel. Das Stabilitdtskriterium
fiir solche Bilndel geben wir in 5.4, Vergleichen wir es mit
schon Bekanntem fiir Vektorbiindel vom Rang 2 auf Py
erhalten wir einen Struktursatz fir BuUndel auf Pz + Ab=
schliefend wird in 5.7 in dem speciellen Fall der in Stufe 1
homogenen Vektorbilindel generisch ein Modulischema konstru=
iert. Diese Andeutung einer recht einfachen Konstruktions-




miglichikalt van Pamilien nicht fsomorpher Vektorbiindel
nur mit Hilfe linearer Algebra stellt einen weiteren Vor=-

teil unserer Methode dar.

Im Anhang verbinden wir die klassische Deu-
tung eines Endomorhismus vom Grad d von Pn als Sur-
jektion (e (@(d)) —> ¥(d) mit der universellen Aufld-
sung von (9({n+1){d-1)) und erhalten einen Morphismus
End (P ) —> P(Ext"( U{(n+1)d} ¥)), der ein Hauptfaser-
blindel bez. der Operation von aeAut(P ) auf End (P )
durch f +> a*f 1nduziert. Selne Deutung als Zuordnung
f ——> (Funktionaldeterminante von f) beweist, daf sein
Bild geometrischer Quotient filr die Operation ist, und
sufierdem seine Aquivarlanz bez, derjenigen von aeAut(Pn)
durch f +—> f-a,

Mein Dank gilt Herrn Prof. Kraft, der sich sehr um mich
und mein Werk kilmmerte, obwohl ich ihn erst in der Phase
der Redaktlonsarbeit um Betreuung als Doktorvater bat.

Da ich aus der aktuellen Forschung ausgeschieden bin,
bitte ich {dennochl)} um Zusendung von mit dieser Arbelt
zusammenhlingenden Fragen, Anregungen und Manuskripten an
die untige Adresse,

Bonn, 16.9.1977

Uberarbeitete Faasung: 1.9.78
Uberarbeiteter Anhang: 1.4,79

Rolf Mu
Tauni tra
4
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muleelnski® gubtshadt. eu_
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0. Grundlegende Begriffe und Tatsachen

Wir wihlen uns einen festen Vektorraum E
der Dimension n+l (n €& N) iiber einem festen Kirper k.
Ublicherwelise besteht der projektive Raum als Menge aus
allen eindimensionalen Unterrdumen von E, sein Duales
aus den Unterrdumen der Kodimension 1 in E . Da die
Riume sich nach Wahl einer Basis ldentifizieren lassen,
ziehen wir es sus technischen Griinden vor, mit P(E)
den projektiven Raum llber E der Dimension n zu be-
zeichnen, dessen Punkte H die Hyperebenen von E sind
{ o& H ). Es gibt mehrere Mé&glichkeiten, P(E) dia
Struktur eines algebraischen Schemas Uber k zu geben,
wobel wir in dieser Arbeit den funktoriellen S tandpunkt
in [0G,I, insbes. 1.3.4 und 3.137]  aus Grilnden der
Bewelseinfachheit vorziehen: Die wenigen Stellen, an denen
wir uns entscheldend auf ihn stiitzen, dienen der exakten
Reduktion auf die ohnehin offensichtliche Vorstellung,
das8 zur Konstruktion einer exakten Sequenz von VektorbOln-

deln die Konstruktion von exakten Vektorraumsequenzen {lber
jedem Punkt He& P{E) vonnSten iast,

Auf dieselbe, nlimlich funktorielle Welsge kann
man die Menge E strukturieren und nennt sie den affinen
Raum {iber E . P(E) und A(E) sind also Objekte der
Kategorie der algebraischen Schemata k3 bber k, deren

Pfeile wir Morphismen nennen,

0,1 Wenn wir von Punkten von X sprechen, so0 meinen
wir ein Element des Funktors X y ausgewertet an einer
Stelle, also fn einem etwas anderen Sinne als im geome-
trisch anschaulichen oder in [DG,I,1.4.2 ] . wenn der
Leser k als algebraiach abgeschlossen voraussetzt, was
wir spiter ohnehin tun, sind der Standpunkt der geometri-~
schen Riume und der funktorielle lquivalent [ 06,1,3.6.9].
Wenn wir von Punkten reden, diirfen wir uns also die abge-

schlossenen Punkte des topologischen Raumes vorstellen,
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wollen wir diese Vorstellung betonen, verwenden wir den
Begriff "geometrischer Punkt™, Der Begriff rationaler
Punkt sel den Punkten mit Reastklassenkdrper k vorbe-—

halten.

0.2 Definition

1st X ein festes algebraisches k-Schema, 8o nennen wir
vektorbiindel einen Morphismus F —ra‘éE, wobei also F
ein algebraisches k-Schema ist, mit folgenden Eigenschaf-

tens ‘
1. Die Fasern F(x) = p-l(x) lber jedem geometrischen

Punkt von ¥ tragen eine Vektorraumstruktur Uber dem

Restkl.-kdrper,

2. X besitzt eine Uberdeckung mit offenen Unterschemata
%, so dap p~l(W) und W x A(XF) Uber X isomorph
sind fir festes reMN , (lokaltrivial)

Die Zahl r heilRt der Rang von F . ( F als Abklirzung

fir ps F X))

0.3 Ein Vektorblindel kann man auch als lckalfreie Modul-
garbe auffassen. Die Ubliche Verklebeeigenschaft [Godement,
II, 1.1 ] bezeichnen wir mit dem Adjektiv lokal. Dann
lautet die Definition elner Modulgarbe ilber X , kurz
X —Modul, in der Sprache der Funktoren folgendecrmabent

Dafinitiong
Ein % =Modul F 1Bt ein lokaler 3 =Funktor F -'-;'DI

so daB eine Addition und eine Skalarmultiplikation in der
Faser p"l(:r) jedes Punktes x von X gegeben ist, die
die Faser zu einem Modul machen (, der funktorell bel Ring-
erweiterungen ist,) und dle global {Uber % definiert sind,
(Add: FX, F - F, Sk: A(k) x F —>F}

pie ¥ -Moduln bilden eine Kategorie led *
deren Pfeile, das sind Morphismen iiber X , die mit der
Modulstruktur in den Fasern vertrdglich sind, wir Homomor=
phismen von % -Moduln nennen, Ein Homomorphlsmus wird
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also durch eine Familie von Modulhomomorphismen F{x) —
G(x) uber X gegeben, die funktoriell sind, d.h, vertrdg-
lich bei Skalaerweiterungen,

C.4 Die Kategorie der X -Moduln ist abelsch. Wir haben
also Kerne und Kokerne und k&nnen exakte Sequenzen definie-—
ren, So setzen wir, auch lquivalent zur Ublichen Sprechweise,
mit dem Halmbegriff fest: Eine Sequenz von ¥ ~Moduln ist
exakt, wenn sie Uber jedem geometrischen Punkt von X eine

exakte Sequenz der Halme Ulber x induziert. Das bedsutet
aber nicht, dan (ber jeder Faser eine exakte Sequenz indu-
zlert wird, wenngleich dies flir Vektorbilndesequenzen richtig
ist (0.7).

Monomorphismen bzw., Epimorphismen zwischen
JE -Moduln sind solche Homomorphismen, die zwischen den Hal=-
men elne Modullinjektien bzw. =surjekticn induzieren. Mono-
morphismen nennen wir deswegen auch Injektionen von ¥-Moduln,

Ein Monomorphismus, der i{ber allen Fasern injektiv 1st, heint
faserweise Injektion. Epimorphismen nennen wir auch Surjek-
tionen von 3Moduln. Surjektionen sind immer faserweise

sur jektiv (Lemma von Nakayama).

0.5 Da jedes algebraische Schema F (ber 3 1okal ist,
1l¥pgt sich aus einem Vektorbiindel im Sinne der Definition 0,2
sin ¥ -Modul machen, dessen Fasern alle lokalfreie Moduln
sind, Uber geometrischen Punkten natlirlich Vektorriume, Wir
erhalten die leicht zu beweisende Charakterisierung:

Lemmas
Ein & -Modul ist genau dann ein Vektorbiindel vom Ranq r ’

wenn alle seline Fasern projektive Moduln vom Rang r sind,

Auf diese Welse fassen wir die Vektorbilndel als
volle Unterkategorie ’fbb der ¥ -Moduln auf und nennen die
Pfeile zwischen ihnen auch Homomorphismen,
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Bemerkungs

Wollen wir ein Vektorbindel Uber X angeben, f0 igt also
die Angabe einer Familie von endlich erzeugten projektiven
Moduln Ober X ausreichend, welch funktoriell ist. 7.8,

ist das triviale Bindel vom Rang r Uber 3 folgendermaBen

definiert:
Uber einem Punkt x t Spec A — ) whhlen wir als Faser
den A-todul AT , mit anderen Zeichen: (), = XxAKE).

0,6 Entsprechend der Begriffsbildung von ©.4 haben wir
Injektionen, Surjektionen und faserwelise In)ektionen von
vektorbilndeln., Die Unterkategorie der vektorblindel {lber

ist aber nicht abelsch, d.h. Kokerne von Biindelhomomorphis—
man sind 1.a. keine Vektorbiindel. Wegen der lokalen Trivi-
alit¥t gilt jedoch:s

Lemmat

Der Kokern einer faserweisen Injektion von vektorbiindeln ist

ein Vektorbiindel.,

Hieraus schlieBen wir leicht, das eine Sequenz von Vektor-
blindeln genau dann exakt ist, wenn sie faserweise exakt ist.
Auferdem ist wmit Hilfe von Lemma O.5 klar, daB der Kern
efiner Surjektion zwischen Vektorbilndeln wieder ein Biindel
ist.

0.7 Aus diesen Uberlegungan schliesen wir leicht auf das
Lemma s

Ein Komplex o —al?1 ~» e — Fm_" e von Vektorbiindeln
{d.h, Bild € Kern) ist gensu dann exakl, wenn er in den Fa-

sern Uber allen geometrischen Punkten exakt ist.

Wir k&nnen aus E=Moduln F und G {iber das
Tensorprodukt, das Duale, die m-te symmetrische und die

m—-te Hunere Potenz neue X-~Moduln machen, deren Fasern {lber

einem Punkt x dann folgendermanen definiert sind: (F&®G)
() 1 =« F)@G{x), FH(x) ¢ = F(x)", S™(F) (x) 1 =
S™MF(x)) und APF() e ANF(R)) . :
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Nach Lemma 0,5 =ind alle diese Moduln Vektor-
blindel, wenn F und G es sind. Wen G = ¥ x A(V) 1ist,
schrelben wir auch FeaV flir FeG (V ein Vektorraum der
Pimension r ), d.h, FeVv & F* ({(direkte Summe) nach Wahl
einer Basis. Wenn L ein Geradenblindel ist, d.h. ein Vek-
torblndel vom Rang 1 , gilt S™(LeF) = L*"®s™(F) und
A™OF) = L™ @ A™F  auf kanonische Art.

1, Geraden- und Differentialblindel auf projektiven R¥umen

1.1 Nach Bemerkung 0.5 ist es klar, daB durch die Fami-
lie von Hyperebenen H als Faser (dber H als Punkt von
P{E} ein Vektorbilndel definlert ist, das tautologische
Blindel T . Nach Definjtion 0.3 (Schlufbemerkung) und 0.4
haben wir eine kanonische faserweise Injektion T <—»
@pgy ®E durch die Inklusionen der Hyperebenen in A(E) ,
80 daB der Kokern nach Lemma 0.6 ein Vektorbiindel, aus
Dimensjionsgriinden ein Geradenbilndel definiert, das wir mit
@ (1) bezeichnen. Das Duale (0.7) nennen wir (-1},
©(1)®™ bezeichnen wir mit (9(m) und 0-1)"" a1t
@(m) fir m>0, @(o) t a (§ = (0, . Die Fasern
{ber rationalen Punkten von ©(m) sind (E/H)®™ sar
m>0 und (E/HY®™ fir mco . wWir identifizieren
©(m)® ©(n) mit @(m+n) Ober den Isomorphlsmus
E/R 8(E/H)" = Kk,
Bezeichnungl
Sei F ein X-Modul. Filr F & ®(m) schreiben wir F(m),
Dies liefert in offensichtlicher Weise einen Endofunktor

F > F(m) von Med® bzw. A% ,

1.2 Das iUblicherweise durch Verkleben [Serre, FAC,

111, 2, n° 54 ] definierte Hopfbiindel & stlimmt mit dem
eben erkl&rten 0 (-1) lGberein: Wir kénnen auf jeder offe-
nen Menge von P(E), wo eine Funktion xé¢E nicht ver—
Bchwindet, eine funktoriellie Familie von Isomorphismen in
den Fasern angebent
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@ (-1){H) = (E/AT —> k = (K , XA+ A(x mod H) .
piese Familien ktnnen wir offenbar zu einer Familie iber
P(E) so zusammenkleben, daB ein Isomorphismus w(-1)
—> A induziert wird,

1.3 Da P(E) eln nichtsingulsres Schema ist, sind der
Differentialmodul £ und sein Duales, der Tangentialmo-
dul, vektorbiingel [DG, I, 4.4.137] . Nach [Altmann-Kleiman,
Intr. Groth. Dual. Th, p. 11, Th. 3,1] haben wir folgendes
Resultat?e

Lemmas

Es gibt eine kanonische exakte Sequenz

0 — (1) — 0eE X, 0w (1) 20 ( %= der Kokern von
1.1). Wir identifizieren £(1) daher mit dem tautolo-
gischen Vektorbiindel (1.1).

Das Lemma 180t sich anders als in Altmann-Kleiman in der
funktoriellen Sprache aufgrund der Definition von olof
direkt beweisen,

1.4 Wie auch diese Arbeit bestltigt, ist der Begriff des

Schnittes in ein Vektorbiindel ein wichtiges Hilfsmittel

zur Untersuchung von Blindelnt

Definitiong

Sel F ein X -pModul pt F — X ., Ein Schnitt von F 1st

ein F -Morphismus s: X — F mit pes = {id; . Mit
(F) bezeichnen wir die Menge der Schnitte, die per fa-

serweiser Addition bzw, Multiplikation ein k-Vektorraum

ist, I 1st ein additiver linksexakter Funktor Mod *—>

k=Vektorr8ume, deren abgeleitete Funktoren Hi (ieN ,

H® = 7 ) die Kohomologiefunktoren mit Werten in Modul-

garben sind, (Die von Hom abgelelteten werden mit Ext"

bezeichnet,}
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Offenbar 18t [((®) = kX auf kanonische Wei-

se und der Homomorphismus E — [ (©O(1)) , e H(P(EJ::

(é')m('z)“) ist injektiv, wodurch wir aus Lemma 1,3 schlie-
fen, daB M(£2(1)) = o ist. Da die Multiplikation
mit einem Schnitt e&E von (P(1) eine Injektion
F(-1) —> F induziert, ist auch M(XX) =0 . Das_
Tensorieren mit Vektorbiindeln ist ein exakter Funktor,
Wenn wir daher die Sequenz in 1.3 mit (0(-1) tensorieren
und Schnitte nehmen, erschliefen wir sofort [ ((9(-1)) = a,

1.5 Mit den hler angedeuteten und den Techniken des Ein-
schrinkens eines P(E)-Moduls auf einen Unterraum von

P(E) lassen sich folgende drei ersten klassischen Resul=
tate beweisen, auf die wir immer wieder zuriickgrelifen
[secre, FAC] :

47 M(Om) =0 flir mco und s (E)—)r((!?(m)),
€l 1 PLE) > D)
ist ein Isomorphismus fir mzo . H = (g, md

Hierbei 1st S™(E) die m-te Komponente der symmetrischen
Algebra Uber E .

2. wltom) w0 fUr 130 und mz -n sowie filr ic¢n
und m < -n.

3. Wenn F ain P(E)-Modul ist, gilt H(F) e o fur

i>n und fiir genilgend grofes m ist F{m) global er—

zeugt und Hr(F‘(m)) =o fiir i>o0.

Hierbei nennen wir F global erzeugt, wenn @&[ (F) —> P
surjektiv ist, S ROk ot W)

4, (Serre-Dualitlit)} Hi(F‘)‘ ist kanonisch zu Ext""i(r, AN

isomorph,

1.6 Die kanonische mit ®(-1) tensorierte Surjektion
W-1)8E — @ mit Kern 2L von Lemma 1.3 10t sich zu
einer n-Erweiterung fortsetzens

Lemma ¢

Sei F ein Biindel von Rang ¢ und F £5 () eine Surifektion,
Dann ist die Sequenz o ¥ AF —> ... -»/A\*1p -—7/’{(5‘ —

sae —>» F — (0 » o exakt, wobei fk der faserwelse durch
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( re ) = ?': (-1)1f (@) @ Avecn & auane
£ @A eastiEy - ol®y) Bphee-n &y X
definierte Homomorphismus ist.

Zum Bewels wenden wir Lemma O.7 an, wihlen eine Basis elner
Faser von F und stellen die Exaktheit durch Berechnung

von Bild und Kern fest,

Da wir S2{1) als Unterbiindel von OB8E
bzw. -2 als solches von (-1)& £ auffassen, ergeben
sich auch Inkluslionen filr die hheren Differentialbiindelt

A c ve s ud AL C Ox1@ N
(vgl. 0.7) und wir kdnnen formuliereni

Folgerung:
1, die Sequenz o —> W(-n-1) B /\"'15 =3} e P

Cix-118 NN 5 v eAE - ... 2> 0(-1)8E
—» (0 — o ist exakt, wobei wir mit f_ die mit ©@(-1)
tensorierte kanonische Surjektion (1.3) bezeichnen und mit
fk die durch

— sl i = A
A ABEL A see A — % (-1) 11(e1) A AL A BRA
4€.a a¢, definierten Abbildung. (& = e; mod H , H = Punkt
von P(E) )
2. Es giltl Kern(f ) = AKII_Q_, und
o — D ¢ V(x-1)8 Al = N2 >0 ist exakt,
3, Insbesondere ist (0(-n-1) 8 /\n+15 — AL ein
kanonischer Isomorphismus,

Bewels:

Die erste Aussage erhalten wir aus dem Lemma mit /{‘P =
ACO(-1IBE) « ©(-k) ® AXE  (vgl. 0.7). Die zwelte

Aussage 1dpt sich mit Lemma O,7 durch Berechnung des

Kerns der Abbildung @& /\l“IE — {1} & e zeigen, die

in der Faser UberA H durch e *...7e +> ;l(-l)i"

(e;mod H) e n...a8ia.,.%e,  gegeben ist. wWihlen wir eine

mit H vertrdgliche Basis von E , sehen wir sofort, daf
AL L (AL D (1)) (n)  der rern ist. pa AN*LEL (1)
/\k+1_)"2_8 U(k+l)} ist (0.7), erhalten wir durch Ten-

sorieren mit i(k+1) das Gewiinschte, ged.
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1.7 Mit Folgerung 1.6 lassen sich Verschwindungssitze
fir die Kohomologie der Differentialbilndel mittels Induk-
tion und 1,5.2 leicht beweisen. Wir geben hier das Resul-
tats
Lemmazs
1, Sei m>o . Flir i{>0 gilt dann

H' (AT280(m)) a0 filr o€qen und suser-
dem bei o<mgq: [((A280(m)) =« 0 ,
2. Sel m<co . FUr 1<n gilt dann

Wi (A280(m)) = o fir o€qgen und auler-
dem bel Q=nem<o _H" (NCadm)) « o ,
3. ImFall wm=o gilt H(A"SZ ) mo fUr 14 q ung
HICAYSL) = k&

In felgender Zelchnung haben wir jeden Punkt (m, 1) von
2?2 eingekreist, fir den evtl, HI(ATS2@ O(m) = 0 ist.
Fir alle anderen gilt KM ATZ® ®(m) = o.
AL

— e

q-n ' m
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2. Der Zusammenhang zwischen Yektorblindeln und Kroneckermoduln

Bisher haben wir die speziellen Bindel (4(m) und /\uS]-
kennengelernt, daraus durch Tensorierung abgeleitet die
(/NS2)(m) (8. Bez. 1.1), wovon die BuBeren Potenzen
AF(2.(1)) « (A'SDI(k) (s, 0.7} des tautclegischen Bln-
dels (1) {(1.1) eine herausragende Rolle spielen werden.
Jetzt wollen wir mit Hilfe dieser Bindel beliebige Vektor=
bilndel untersuchen, allgemeiner beliebige P(E)}-Moduln.

2.1 In der Arbeit von Serre [FAC] wurde die Aquivalenz von
(‘Md"' mit elner Kategorie von "graduierten S(E)-Moduln”
gezeigt. Einem P(E)-Modul F wurde sein Schnittmodul zu-

geordnet.

Definitions

Wir bezeichnen mit X(F) den graduierten S{E)=Modul
.‘!’.‘L‘_'_r'(F'(m)) und nennen ihn Schnittmodul von F ., Zur Defi-
nition der Skalarmultiplikation brauchen wir nur die Multi-
plikation mit Elementen von E auf einer homogenen Xompo=
nante {"(Ftm)) anzugeben. Dazu tensorieren wir @8E -—»
—©(1) mit F(m) und wenden I an. Die erhaltene Abbil-
dung E®[ (F(m)) —> { (F{m+l)) definiert die Modulstruk-

tur.

fer
X ist ein Funktor von dod in die Kategorie der gra-
duierten S(E)~-Moduln Grad® (oder nur Grad).

2,2 Wir wollen untersuchen, wie weit aschon die Abbildung

E & ((F(-1)) —> [((F) den Schnittmodul von F und daher
aufgrund der Serreschen Resultate schon F gelbst bestimmt,
Nach 1.5 leistet diese Abbildung flr (m) mit m<o
nichts: Sie ist Null. Fiir ((m) mit m»0 bestimmt sie
jedoch X((?(m)) = __1..1&5"'(5) (mit der "richtigen" Gradu-
lerung). F = (0(-1) xann man durch Tensorlerung mit (I(m)
fir genligend grofiles m zu einem "guten" ©(E)-Modul F(m)

machen, und wie wir sehen werden, gilt dies generell, Daher
die folgende Begriffsbildung:
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Definitiont
Die in 2.1 flr jeden P{(E)-Modul definierte Abbildung

E®{ (F(-1})) —> { (F) heifit Kroneckermodul von F und
wird mit X(F) bezeichnet. (vgl. hierzu auch die Einlei=-

tungl)

Fir £ = kz wurde das Problem der Klasaifi=-
zierung von linearen Abbildungen der Form EaV —> W, wo-
bel VvV und W endlich dimensionale Vektorrdume sind, zu-
erst von KRONECKER untersucht, Wir definlieren daher allge=
melner:

2,3 Definitiont

Selen V und W endl, dim. Vektorrliume, Eine lineare Ab-
bildung EBV—W heint Kroneckermodul {iber E . Ein Mor=
phismus zwischen Kroneckermoduln ist ein Paar von linearen
Abbildungen ¢tV — V' und w1 W W', das das Dia-

gramm __E®V — W kommutativ macht,
VE.VI_‘ W'

Die Kroneckermoduln bilden also eine Kategorie
Kron® oder auch Kron , die dle Kroneckermoduln von P(E)=
Moduln als volle Unterkategorie enthilt. Wenn f1 F —» G eln

Homomorphismus von P({E)-Moduln ist, so ist das Diagramm
E@T(F-4)) — [(F)
JdE® Mifi-a)) 4 Mo £ E
EO@r(&i-11)) — [(¢) tor von ed™ nach Kron~  ansehen,

(Mit hod® oder Mrd bzw. M5 oder AL bezeichnen
wir abklrzend Med™ bzw., B .)

kommutativ, so dan wir X als Funk=

Wenn wir eine Basis von E wihlen, so ist ein
Kroneckermodul nichts weiter als n+]l = dim E lineare Ab-
bildungen V-—»W, und zwel Kroneckermoduln sind lsomorph,
wenn die einen n+l linearen Abbildungen simultan zu den
anderen n+l dquivalent sind, d.h. bei Wan! von Basen von

V und W , daB das eine (n+l)-tupel von Matrizen durch
zwei Elemente in GL(V) und GL(W) simultan zum anderen
{n+l)-tupel konjugiert ist.

.
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Als Beispliel eines Kroneckermoduls haben wir
fir meo R(®(m)): ees™lce) — s™(E), durch die Multi-
plikation im Ring S{E) induziert {vgl. 1.5.1}. Insbeson-
dere it E®0 — k der Kroneckermodul von (¢ und die

#1dentitit® Esk -»E der von (1) .

2.4 Umgekehrt kdnnen wir aus einen Kroneckermodul Eev S w
einen P(E)-Modul wix folgendermalen konstrulerent
Definitlion:

Wir tensorieren die Inklusion S2(1)C @ &E mit V (vgl.
0.7) und definieren den aus ¥ konstruierten P(E)-Modul
LA(x) alas den Kokern der zusammengesetzten Abbildung
Q2(i1)ev C petev 225 waw,. Ein Morphismus von Kronecker-
moduln induziert ein kommutatives Diagramm _2UaV — O:N
und also einen Morphismus der Xokerne. 2((aVia gew
Dadurch wird W zu einen Funktor Kront — dod

Wenn 32 der Kroneckermodul Bﬁsm-l(E)—rsn(E)
von (W(m) ist, liefert die Konstruktion als Kokern von
2(1es™ (e} —rves™E) wieder uy=s  @(m) , denn
die Sequenz der Fasern Hes™l(£) —» s™E) —» (E/H)*™— ©
UGber H ist exakt. Dies kann man z,.B, zeigen; indem man die
Exaktheit der kanonischen Sequenz o —/{Has™""N(g) —>
A lpes™ Mgy L > Aues™2(g) —» nes™l(e) 2y sP(E)
nachweist und die Dimension des Kokerns von &' berechnet.

2.5 Fir die Funktoren o{ und X findet man einen
ersten Zusammenhangi

Satzt

¢t Aist linksadiungiert zu K .

Beweis:

Wir konstruleren zueinander inverse funktorielle Abbildungen
zwischen Hom(cM( %) ,F) und Hom{&L, X(F)) , wobel F ein
€(E)-Modul und x: Eﬁx-1—>x° ein Kroneckermodul ist,
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1, Schritt: Zunlchst definieren wir natiirliche Homomorphis-
men W (s)ia — Kd{x) und ¢(F): WMXK(F)) - F
und erkliren dann Hom{/M(x),F) —> Hom(2€, X (F)) durch
b +——> #A(b) © W{(x) und die umgekehrte Abbildung durch
c —> @(F) o Mlc) .

Zur Definition von (P{(F) betrachten wir die
nach Definition 2.4 exakte Sequenz (1) & i (F(-1)) —>
We ((F) — W(XI(F})) — o . Da die Auswertung
e[ (F) —> F auf dem Bild von 21{1) & [ (F{-1})
offenbar verschwindet, faktorislert sle als cP(F') Uber
W (X(F)).

2ur Definition von ¢y (2x) missen wir nach
2.3 und 2.2 ein kommutatives Diagramm Ee X_, — X

(x),
konstruieren. E‘*'ri(:“t:::,) — r"'( :Jtz‘;)
Nach Definition 2.4 ist erstens .Q(1)8X_j—>0eXx = (x>0
exakt und \{(w)_ = sel M(a) . Zweltens ist auch
o= Q(l)@eX_,—>0eE8X_; —> Wl{l)aXx_,— o exakt nach
1.3 unéd das Diagramm [ueX  —> peEa X_

1 { vax
ouaex, —3 baX

iet kommutativ, so dal @& & ejinen Homorphismus der Kokerne
I
W)e x_; & U(x) induziert. Dann sel y(R)_; =
r(a‘(-l)) .

Die Kommutativitdit des Diagramms ¢ folgt,
wenn wir [ auf folgendes Hufere Viereck anwendenti

Ve E@X = = a8 > raX,
e ) i a
vaE® X, e e e T Tr M)
; I
f=USE Mla'tal) :3) (i X & td Al i)
yu) & rm‘&-u} . E i
O®E @riultalal) —> (4)@ ((Mltax-1)) - -» Olowuldixk-n

Dabei ist das Telldiagramm 1 kommutativ aufgrund der De-
finition von (M(x) , 2 : nach Definition von a' , 3 ;
Definition von Xokern f und 4 gilt allgemein: (g VS Fea)

(mit (1) tensorieren}. & M{a'tad) Ny S
e [(F-1})
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2. Schritt: Um zu zelgen, daB die Abbildungen Hom(u{{2),F)
— Hom(2¢, X(F)) invers zueinander sind, genlgt es,
die Gleichungen Qdim)) o M{ywiae)) = id,.., und
K(@(F))y(X(F)) = £id,  pachzuweisen, wie man laicht
gient. Zum Beispiel folgt die erste Gleichung durch Aus-

wertung des Diagramms
Zu) e X-4 > veX, —> W

la_wa viz), lo- ), /4’ "‘ ey

< Uua f‘(w((t)(-al)) —s Qo C{dae) — A X o (oe)

Der gestrichelte Pfeil sel (p( i {2)) . Die zwelte Glei=-
chung 1%8t sich ¥hnlich beweisen, ged.

2,6 Bemerkungs

Ale allgemeine PhBnomen bei adjunglerten Funktoren stellen
wir hier speziell heraus, daf auf der vollen Unterkate—
gorie der P{E)-Moduln F , filr die ((F) = i¢ , d.h, die
Seguenz (1) ® [(F(-1))—> ©Ve& f(r) —> F - 0

exakt ist, eine volltreue Einbettung nach Kron® 1liefert.

de das Diagramm Hom(WA(X(F)),6) —¥—> Hom(X(F), K(G})

t&w-r-,:\_’u Hom{ A KAF ), K(G))

kommutativ ist,

¥Wir wollen P(E)-Moduln mit @(F) = id gut
nennen und die entscheidende Frage stellen, "wie viele"
P(E)~Moduln gut sind. Dle halbe Antwert ist die Idee, das
sich die exakte Sequenz Qi{1) @ [((F(-1))— 0&T(F) —>
F — o fir ein Vektorbtindel zu einer n=Erweiterung fort-
setzen lassen misse.
Theoremi :
Sei F ain global erzeugtes Vektorbindel (iber P(E) mit

H'{F(=m)} = o fir iro und otm=n ., Dann ist die
Sequenz © — A" 2 (1)@ (F(=n)) = ... —+ A*lg (e
((F{=k=1)} = ..,V @[(F)—>»F — © eine in F funkto-
rielle Auflésung von F . Dabei ist flu-l fir k>o

in der Faser iliber dem Punkt H wvon F(E) definiert durch




=

L3
fro1(NgAcecah @8) = Z (-1) tn /‘--AhlA-.Ahk.his

als Abbildung nach /\ S2(1)@ [ (F(-k)}) . Fir die Bedeu=
tung von h;s siehe 2,2,

Bewels:

Aue der Definition von fk erkennt man sofort, dafl die
Seguenz wohldefinliert und ein Komplex ist, Daher brauchen
wir nach Lemma O,7 die Exaktheit der Sequenz nur flr Er-
weiterungskdrper K wvon k nachzuprlifen. Wegen der Vertrig-
lichkeit der globalen Schnitte mit Skalaerwelterungen und

da nach [Groth., EGAIII, 7.7.5]) das skalarerweiterte Blindel
auf P(E®K) dieselben Kohomologieelgenschschaften wie

F  hat, dirfen wir K #« k annehmen, Sei H€eP(E)(k) und

81y ceey®, eine Basis von H , die wir durch e, E zu
einer solchen von E erglinzen,

Bewelsen wir jetzt die Exakthelt der Tellse-
quenz o — A'H & [(F(-n}) — ... —3 H® I (F(-1)) —> [(F) 13
Wenn F = {(0(m}) ist mit m=zo , 1st diese Sequenz nach De-
finition und 1.5.1 eine homogene Komponente des Xoszulkom-
Plexes flir den Ring S(E) , den Schnittring von @ , und
die S(E)eregullre Sequenz (e;, ... , e) [ serre, Alg.

loc., 1v-3 3 { Altm.Kleim.,Intr.Dual.Th.,1,4] . Der Kos-
zulkomplex ¢ — As(s)(“ @4 S(E)) — A7 "(H @, S(E))

—> H®& S(E) —> S(E) ist exakt und lant sich offenbar
schreiben als exakte Sequenz von gradulerten S(E)-Moduln der
Form o — AH®S(E)(=n) — A" IH@®S(E)(wnel) — ... —
H®S(E)(-1) —> S(E)(o) . (S(E)(m) ist der S(E)-Modul S(E)
mit um m verschobener Gradulerung). Auf diese Sequenz
wenden wir den kiassischen exakten Funktor an, der endlich
erzeugten gradulerten S(E)-Moduln P(E)=Moduln zuordnet
(Def. siehe Einleitung) und erhalten die exakte Sequenz
o —=ANH & ¥(-n) — N 30(n-1) —> .., 5 1 @0(-2)
~> H®¢(-1) 2 ¢ |, wo ein durch h 1in Hc<¢ E induzler-

ter Morphismus lokal durch die Multiplikation mit h gege-
ben ist [ Serre,FaC,111,2,n%587.
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wenn wir diese Sequenz mit dem lokalfrelen Modul F

tensorieren, bleibt sie exakt, und da F den vorausge=
setzten Kohomologiébedlngungen geniigt, ist sle [ —azyk=-
lisch, und daher ist auch die Sequenz der Schnitte
o —» ANH ® (T(F{-n)) —> f\n-lH @ T (F{-n+l}) —
.. —» H ® TIF(-1)) — T(F) exakt, Der durch h in-
duzierte Homomorphismus [ (F{-k-1)) — I {F(-k}) ist der
entsprechend Def. 2.2 gegebene, da das lokal richtig ist,
Somit ist die Sequenz bis zur Stelle (1) ©& T (F(-1))

exakt,

Zeigen wir nun die Exaktheit an der Stelle
© ® [C(F) : Wegen der globalen Erzeugtheit von F ist
sie die ainzige Stelle, an der wir noch Exaktheit nachwel=
sen miissen, und daher genigt es zu zelgen, daf die alter-
nierende Summe der Dimensionen der /\kH & (T (P{-k)) glelch
dem Rang des Biindels ist,
Lemmas
Sei F ein ®(E)-Modul und X (F) sein Hilbertpolynom
{ serre,FAC,I11,6]. Dann ist = -1 (:) K (F)m) =
(—l)nRang F . g
Beweist
Da X(F) ein Polynom von der fForm K (F}(m) = ﬂ"—"ﬁi—‘rm"
+ (Polynom von Grad < n) in m ist [Mumf.,Ab.Var. ,'11,6
App.J) und da der Operator _%o(—l)m(,:) linear ist, ge-
niigt es zu zelgen, dan == (-4)_(")”‘* ={O "f-?u- o.< K< n
. (0"l fur ken s,
Beweisen wir diese induktiv nach n . FUr n = 0o stimmt die

Aussage. EB giltl‘ s (-0 ('::,4)«-4" = - 2 (e wom <A
= = (h+a) : (",“.‘(-:n) - S ("“')2.-_('4)( :A)(Hu“ -+ p(m))

wobel P ein Polynom vom Grad < k=1 £ n 4ist., Nach Induke
tionsvoraussetzung ist die Summe daher o fiir k«n und
gleich —(n+1)(=1)"n1  fiir k = n+d y wle verlangt.

gqed Lemma
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Fir F mit Hi(F(—n-orn))-o fir o«men
ist X (F(-n))(m) = dim T (F(-nem) , wie nachzuweisen.

ged,

pefinitions °

Der im Theorem definierte Komplex heiBt universeller Kom-

plex von F . Der Komplex heift universelle Aufldsung fUr

F , wenn er exakt ist,

2.7 Wegen der grofen Bedeutung der guten Vektor-
bilndel mit universeller Auflbdsung fihren wir neue Bezeich-
nungen eint
Bezeichnungg
€

1, Die volle Unterkategorie von ‘VE der global erzeugten
Vektorbiindel mit H(F(-m)) = o flr 1>0 und o¢men

€
nennen wir +b, cder A%, . (vgl. Charakt. 2.8.2)
2. Die volle Unterkategorie von Med® der P(E)-Moduln, die
eine endliche Auflésung durch Vektorbilndel aus A%, be~
sitzen, nennen wir Mﬁﬂﬂe oder utded, ,
Folgerungs
1. Fir jeden P(E)~Modul in u&qf ist der unilverselle Komplex
exakt.,
W - £
2 X  induziert eine volltreue Einbettung von Mad,

in Kronf mit Bild Krong {m1 Krono), und VU4 ist auf

Kron° das "Inverse",

Beweiss

F Ry T £

Selen Fy, Fpy a0 , F, dle Fe Mo auflssenden Vektor-
biindel in ¥k, . Nach dem Theorem erhalten wir ein kommu-

tatives Dlagramm mit exakten Spalten (aufer evtl., der

pu P . . L
rechten). 5 P ; t
--—>f, — b T g L R Y, e P
T *
°o » veR)-—> .., .. SpefE) — 0al(F) -
) +
s nun:ru—;w)-» . e e > QUG M(F(A) =0
1 1
el ; gy 2
o B ALDWeTIRIW > .. .. ... ... S5AQ®((Flw) e
* t ¢ L
* 3 7 -} ]
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Da die mit (#{-m) tensorierte Aufldsung von F durch
die F, filr o=smsn { -azyklisch ist, sind auch die
Zeilen dieses Diagramms exakt. Dann ist es aber auch die
rechte Spalte, Damit ist 1, bewlesen und also die F ein
guter €(E)=Modul (2,6). Nach der Bemerkung 2.6 folgt die

zwelte Aussage, ged.
2.8 WAr stellen erste Elgenschaften der Kate-—

gorien Vo und Jlod, zusammens:

Lemmat

1, FUr_jedes F € Mod 1ist F(m) € ulod, filr alle genil-
gend grofen me N .

2. wenn der universelle Komplex von F € udod exakt, insbes.

wenn F & tdod, 1st, gilt HF(-m)) = o fUr i1>0 und
oe«emen und F 1ist global erzeugt, (Insbesondere ist =
ein exakter Funktor auf uied, und (Ued, N4% - Vh, )

3. ’Vh ist gegen Erweliterungen abgeschlossen, der Kokern
einer faserweisen Injektion in %c existiert in 4%0 ’
Kokerne von Injektionen F! —» F in A, existieren in
uiorl, , wenn F' ein Bindel ist, aber i,a., existieren
keine Kerne: Q(1)¢ wled, .

Bewels:

Nach Hilberts Syzigliensatz [McLane,Homology,III,6.4] ba=
sitzt jeder P(E)-Modul F eine endliche Aufldsung durch
Vektorbilndel, Wenn wir sie mit ©wi{m) tensorieren mit
geniigend grofem m , s¢ erkennen wir nach Definition von
Wied, und 1.5.3 die Richtigkeit von 1.. Aussage 2. folgt
aus 1,7, wenn wir Al o (1)) - /\qSLe {0{g) beachten,
und der folgenden Aussage:

Sel o -F, - ses —3 F1 —> Fo ->» ©0 elne exakte Sequenz
von P{E)—Moduln mit u*(rj) = o fir 1>}>o0 . Dann ist
Hi(ro) =0 fir {>0 .

Die Exaktheit von X folgt unmittelbar aus
der von [ | die wegen der verschwindenden Kohomologie
richtig ist. Der Beweis von 3, geschieht durch direkte An-—
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wendung der Definitionen. Beachte, dan HI( L (1¥=-1)) + o
ist nach 1,7. ged.

2.9 Folgerung 2,7.2 besagt, daf dle Kronecker=-
moduln E®o — k und E®k = E die Bindel @ und ©(1)
bestimmen (vgl, 2,3 SchluB), Allgemein gilts:

Lemma:

1. Der Kroneckermodul XKIF) elnes P(E)}-Moduls F ist
genau dann surjektiv, wenn F nicht (¢ als direkten Summan-
den hat, Die Dimension des Kokerns von X(F) 1ist der

Rang des maximalen trivialen Summanden.

2. Der Kroneckermodul eines P(E)-Moduls F ist genau dann
injektiv, wenn F = (pp & 0(1)9 1ist fir geeignetes p
ud q .

Bewelisg

Es ist klar, daf ein nicht surjektiver Kroneckermodul

E®@o —> k als direkten Summanden abspaltet, Wenden wir

M auf diese Zerlegung an, erhalten wir (0 als Summanden.
Das Umgekehrte iat klar. Wenn X(F) injektiv ist, so offen-
bar isomorph zu einer direkten Summe von Kopien von Eek = E
und E® 0 —» k , ged.

Ale ein Beispilel berechnen wir den Kronacker=
modul des Tangentialblindels: Nach Lemma 1,3 haben wir die
exakte Sequenz o {l-W(-1)@ E 3P o s die duale Se-
quenz 1st o Sy © — W(1)BE* — Q" ., o, d.h, *(2*)
ist der Kokern von Kcht

E:alo — E®E"
'
k — E®E” Daher fat K(RY) die Projektion EGE™

E®E"/k , wobei k — E®E™ = End(E) die kanonische Ab-

bildung 1ist.
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3, Beziehungen zu klassischen Resultaten

Wir kdnnen den Rang des trivialen Anteils eines P(E)-Mo-
duls nach Lemma 2,9 als Dimension des Kokern selnes Kronek-
kermoduls wiederfinden, Er l4nt sich aber auch kohomologisch
charakterisieren. Dazu die folgende Aussaget

Sel keN und die exakte Seguenz 0 =G G, _; ~ ees 52
“G_--l- F =0 mlt den Eigenschaften Hk*i(Gj) = 0 und

H "{GJJ -0 fir i>0 und alle ) gegeben. Dann sind die
Homologlegruppen des Komplexes o —> H (G ) —» Hk(Gn_lj
—yp asas =¥ Hk(Gll — Hk(Ga} —» o genau die

#lp) una W*YF) - o fir t>0.

e

Sie 15pt sich mit der ilblichen Technik der Aufspaltung in
kurze exakte Sequenzen und Betrachtung der langen Kohomolo—
giesequenzen beweisen,

wWenden wir diese Aussage auf die mit (@(-m)
tensorierte universelle Aufldsung eines Moduls in (Maf an,
so ergibt sichg
Lemma i
Sei F ein P(E)-Modul in o, und m>n . Die i-te
Kohomologie von F(~m) 4ist zur (n—-i)—ten Homologie des
Komplexes € (Ft-m}) mit C(F["“”h-j = (AT Q)
(~m+3)) & X_ isomorph, den man nach Anwendung von H"

auf die mit (D(-m) tensorierte universelle Aufldsung er-
hdlt., (Dabei ist Xx_, = C((F(-30) )

Folgerungs:
Fir F & tMod, 1ist der maximale triviale Summand von F

zu ¢ @ H™(F(-n-1)) isomorph.

Bewelsg?

Betrachten wir L-(F(—n—l))n_ A= > C(F(—n-l))n -

1

HY @ (-n)) & T (F(-1}) %> u"{ ©(-n-1)) & [{F), Aufgrund der
Serre~Dualitét (1.5.4) und 'S} = @(-n-1) haben wir
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H( 2 (=n)) = Ext™(2"(-1),AQ) = (211" . In
2.9 haben wir X (£2') berechnet und gesehen, daf

C (21" = (E¥)™ = E ist, Da wiederum sufgrund
der Serre-Dualitit H™M U(-n=1)) = [(©)" « k ist

in kanonischer Weise, ist die Abbildung 4. in natirli-
Cher Art der Kroneckermodul von F , dessen Kokern nach

2.9 als Dimension den Rang des maximalen trivialen Summane
den von F hat. Andererseits ist er nach obigem Lemma
isomorph zu H™{F(~-n<1))o ¢ . ged.

Hieraus l8nt sich schon die Kennzeichnung der
Vektorbiindel auf der projektiven Geraden ableitan:s
Satz:
Jedes Vektorbiindel auf P1 ist direkte Summe von Geraden—
blindeln,

Beweis:
Wir dirfen nach 1.5 annehmen, daB F € 415 ist. Aufgrund
obiger Folgerung ist F = F! & 00H1(F(—2)) s also
HL(F1(=n=1)) = 0 . Daher 1st F'(-1)€ A6, und F'(-1} =
F'' @ 0 @H (F1(=1)(=2)) . Wir schliefen wie eben und 8o
welter bis wir auf ein Biindel F° stofien mit HI(FO(m)) - o
fir alle me Z , Mit der Serre-~Dualit¥t (1.5.4) folgt

T (F® (m)) « o fir alle me Z , was nach 1.5.3 nur
fiir F° = o mbglich ist, qed,

3.2, Die Existenz der universellen Aufldsung fir beljiebige
P(E)-Moduln 1¥Bt sich insbesondere auf 1i_F anwenden, wo

F ein 3 -Modul ist und 4: 3 C P(E) dic Einbettung
eines nichtsinguldren projektiven Schemas in einen projekti-
ven Raum, Wenn man bedenkt, wie entscheidend die Mdglich-
kett einer Aufl8sung aus Vektorbiindeln, z.B. durch den
Hilbertschen Syzigiensatz, zur Formulierung und zum Beweis
des Riemann-Rochschen Satzes verwendet wird [ Borel-Serre,
S. 1051, ist es nicht verwunderlich, daB die universelle

Aufldsung Konsequenzen vom Typ “Riemann-Roch"™ hat,
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Satzat
Sel 113 £ P(E) die Einbettung eines nichtsingulfiren pro-

jektiven Schemas in P(E) .

Der Satz von Riemann-Roch in der Form Hirzebruchs CHl.rz..
Top.Meth, Iv,21] [ Borel-Serre,Bull.Soc.math,,5. 113] ist
gliltig auf X , wenn der Satz von Riemann-Roch in der Form
Grothendiecks [Borel-Serre,ebenda] fir (g, als Element des
Grothendieck~Ringes K(3X) gilt: () 1,(T(3)) =

ch (1, 0 ) - T(P(E)) .

{ T = Toddpelynom, ch & Cherncharakter }

Beweis:
Allgemeine Uberlegungen zeigen, daB es zum Beweis des Riemann-

Roch~Hirzebruch fiilr ¥ genligt, ihn fUr P(E) zu zelgen,
was einfach ist, und ihn in der Form Grothendiecks flUr 1
und ein beliebiges Vektorhilndel F auf X 2zu bewelsen

{ Borel-Serre,n?7,5,115 und prop.10,5.1187s

(RR) 1, (ch(F). TC®)) = chii,F) - T(P(E)) . Wir fassen alle
Vektorbilndel als Elemente des Grothendieckringes auf, ver=
wenden aber dasselba Zeichen F .,

1, Schritt: Wenn (RR) fiir ein F(m) glltig ist flr mpo ,
dann auch fiir F §

Es gilts 1 (ch(F{m)).T(3€ )) = ch(i, P(m))-

T(P(E)) und auBerdem ch(F(m)) = ch(F.1 !@(m)) = ch(!.'-‘)
ch(1?! ©(m)) [Borel-Serre,n°6] . wegen der Axiome fOr
Chernklassen (Funktorialitlt, Normalisierung) [ Groth., Bull,
Soc.math., S. 144] und da dle induzierte Abbildung 1*
der Chowringe Homomorphismus ist, gilt chit ! O{m)}) =
1" ch( ©(m)) . Aufgrund der Formel 4ifa-i" (b)) = (i,8) , b
im Chowring [Chevalley, Ann. Chow, 3.~17) erhalten wir
die Glefchung

ch(@(m)) -4 ., ch(F-T( X)) = ch{ ©(m)) - ch{i,F) T(P(E))
Da nach Definition ch(@(m)) =« 1 + (Suwmanden :rom Grad > o)

ist, schlieBen wir suf die Giiltigkeit von (RR) fir F ,
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2, Schritt: Anwendung des Theorems 1.5 auf 1“_F .

Aufgrund des ersten Schrittes und der Tatsache,
daB 1 ein affiner Morphismus 1st, so daR die Kohomclogie
von F auf P und i,F auf P(E) dieselbe ist, dirfen
wir mit Hilfe von 1.5.3 und Hllberts Syziglensatz [ Eilen-
berg, Cartan, VIII, Th6.5J] annehmen, daB 1, F in ME
ist. Nach Theorem 1.5 ist i, F (= i,F) im Grothendieckring
von P(E) (Borel-Serre,nOSd) Summe von ganzzahligen Viel-
fachen Bb der MAPQ (1), Andererseits ist fir Vektor—
blindel F auf ¥ #4F = F im Grothendieckring von % ,
da die Formel 1™ 1, F = F richtig ist, {Zur Definitlon
von i, siehe [Borel-Serre,n®5c)] , es gilt 1° = 4%
bei vektorbilindeln). Daher ist F in K{(3>) ganzzahlige
Summe der i'CAPQ (1)) mit denselben vielfachen ¥p*
Aufgrund der Additivitit der (RR)-Formel [Chevalley, Ann.
Chow, 3-15], genligt es daher, (RR) filr F = & . ( AP S2(1))

zu beweisen.

Nach Folgerung I,2.7 sind die APQ (1) aber
ganzzahlige Linearkombinatiocnen der ((m) fiUr m<o, so
daB mit derselben Begrilndung wie eben nur (RR) fir F =

i'@(m) zu beweisen ist filr m<o . Nach dem 1. Schritt

folgt das aber, wenn (RR) filr F = 1’ 0© « © glltig 1ist,

Bemerkung: 1. Der Autor hat sich keine Gedanken darliber ga-
macht, wie schwer der Beweis der Formel (%) in obiger Fol-

gerung ist,
2. Da die Existenz der universellen AuflBsung

von i, F auch fir singullre Schemata gilt, ist Theorem 1.5
moglicherwelise eln Ansatzpunkt zur Verallgemeinerung des
Riemann-Rochschen Satzes und der damit zusammenhlingenden Be-

griffe,
3. Bel geeigneter Definition von tUed, 15pt sich
die universelle Aufldsung auch definlercn, wenn der Grundring

beliebig ist. Dies wédre ein Ansatz zum Beweis dcs kiemann-Roch-
Grothendieck,
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3.3 Wir machen folgende Beobachtung: Wenn F ein
3 —Modul auf einem nichtsinguldren projektiven Schems der
Dimension n ist und Ry das Differentialbiindel auf X ,
dann ist die Serre-Dualitdt zwischen M(F) und Ext"

(F, A" 2, ) ein kanonischer Homomorphismus r(F)@Ext"
{(r, A2, ) —> Kk, der einen Isomorphismus 1n
Hom(Ext™(F, A"2,), [(F)™) induzlert, so daB wir fol-
gende Kette patlrlicher Isomorphismen erhaltent

End( [ (F)) = [(F)* @ [T(F) = Ext"(F, AlZy) ® ((F) =
Ext™(F, AUZ ,®((F)), Daher entspricht der Identitit in

End{ (" (F)) eine kanonische Klasse von Erweiterungen in
th"(F‘, N Qo ®((F)) , die fir X = P(E) sogar einen
kanonischen Reprisentanten besitzt, wenn F(n) in ldovl,
liegt: Die universelle Aufldsung von F(n) . Mit deren Hilfe
180t sich die Serre-Dualitit als Isomarphismus )™ —
Extn(F, /\-_Q;_J direkt angeben:

Satzi

Sei F ein P(E)-Modul und F(n) in wded, , Durch Tenso-

rleren der universellen Erweliterung fiir F(n) mit {(=n)
erhalten wir eine Erwelterung von der Form

o 2 ALEM(F > ... —> A*Q ® 0ik-n) ® ["(F(n-k))

D iee — G(-)®((F( n)) — Fao
Das Bilden der Fasersumme A_.E mit einem durch QA€ (F)™
induzierten Homomorphismus Ao e (C(F) — AP deffl—
niert einen Isomorphismus (R e A Extn(F, A2 -
A+ Klasse von A, €

Dies ist eln Spezialfall folgenden Lemmas:
Lemma:

Set € =0 oF = Fp— «. = F —F, — o eine

n+l
Erwei;erung von P{E)-Moduln und G ein P(E)-Modul, so daf
Nn=—. 3 -k
Ext (Fk,G) und Ext” +1(Fk.G) Null sind fiir k »o0 .

2anp induziert die Fasersummenb!ldung blom(Fn+1,G)-—>Extn(F°,G)

elnen om hismus. ¢ v~ Klasse von

s E
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Beweist

wir spalten € in kurze exakte Sequenzen O0-~G, —F,
- G, ©° auf und betrachten die folgenden Stiicke der
zugeh8rigen exakten Kohomologiesequenzen

Extn-l.“_,l'(;) e Extn_l(Gl,G) e Ext"(.po.s) — Ext"(F,,6)

n-k+1(G

k106) = Ext"* L r, 6

Ext" % (F, ,6) — Ext"*(6,,6) —» Ext

: : i : : ]
Hom(F _,G)}— Hom(Fn+1,G)-4 Ext (G, _,,G) — Ext (F,G)

Nach Voraussetzung sind die mittleren Pfeile alle bijektiv
und nach Definition der Verbindungshomomorphismen ist lhre
Zusammensetzung genau die angegebene Abblldung. ged Lemma

Zum Beweis des Satzes bendtigen wir alsoc Kennt=-
nis (iber Erweiterungsgruppen der Differentialbiindel, Diese
kBnnen wir mit Hilfe von Folgerung 1,6 und Lemma 1,7 leicht
beschaffent
Das Ergebnis ist:

Lemmat

Sei meZ und o£p,q5n.Ext1(/\:Q., /\LQ@(O(M))-O,
wenn 1, 1>0 und i>q-p-m

oder 2, (1>q oder i<q-p) und i eq-p-m

oder 3. (1<q oder i>n+g-p ) und 1 = q-p-m~-1

oder 4. i<n und f<q-p-m-1 Aist.

Wir Uberlassen dem Leser dle Zusammensetzung des Beweisges,
Den Dualititsansatz in obiger kanonischer Form fir F =

M(m) wenden wir im Anphang zur Klassifikation der Endo-
morphismen von projektiven Réumen an,

3.4. Der Funktor F +» F(m) wvon 1.1 in Mt hat
selne Entsprechung auf der Seite der gradulerten Moduln in
Graa® , ndmlich die Verschiebung der Gradulerung (m) und
m Komponenten nach links oder rechts, Es gilt dann

X(F{m)) = X{(F){(m) , wenn X der Schnittfunktor Ist, Wenn
E&X_, —> X, der Kroneckermodul eines P(E}-Moduls F in
viied, 1ist, 1apt sich A{F(1)) direkt aus X (F) berechnen.
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Wir nennen das Ergebnis X(F)(1l) und kdnnen auch die Ver-
schiebung in Gegenrichtung auf KronE definleren sowle
den "Schnittmodul® eines Kroneckermoduls,

Definitiont
Sel x EO)(_i-—b X, ein Kroneckemodul,

1. Wir definieren (1): E®X, —> E&X / /\Zl-:n}l(_1 als
die natilrliche. Projektion, wobei wir durch das Bild von

/\21:‘.@)(_1 —> E®@X, dividieren.
ere' & % —) LOen - @K {en= aieax))

2. Wir definieren 28(-1): E®X_, —> X_, , wenn X_, der
Kern der natlrlichen Abbildung E"8 X_, — AE*@X, ist,
durch die Zusammensetzung A0k v T -t Anele e x
E®@X_, —> ESE"®X_, —» X_, .

(x_, 1ist unabhéingig von der Basis ey )

3, Der eu 2 assozijerte Modul X () € Grad® sel re-
kursiv definiert durch X{®) ;1 = X_;, X{(2),: « X, und
X() 1 = EBX(2) _,/ AzEGX(&)m_z wie unter 1. fur
m>o0 , sowie x(at)m gleich dem Kern der natdrlichen Abbil-
dung E"@X('&E)m+1 —> /\ZE'O x(x) - fUr m<o ., Dile
natilrlichen Abbildungen EwX{x) -—> X(Z.)m_l definle-
ren die S(E)=-Modulstruktur.

Die Zuordnungen a¢ —>(1) , & > H(-1) und
¥+ X(x) sind auf offensichtlliche Welse Funktoren.
Die m-malige Anwendung von (1) wird mit (m) bzw. (-m)
bezeichnet.
Lemmat
1. Wenn F 1in lld liegt, dann auch F(m) fir mzo ,
2. Es gilt MAF(1)) « K(F)(1) wund filr n>1 P(F(-1)) =
XAFM=1) fir P die .

Bewels:

1.: Sel F zunichst in Vh, und tensoriere die universelle
Aufldsung mit m) . Da F(m) uglobal erzeugt ist und nach
Lemma 1.7 die Vb, dJefinierenden Kohomoloyiebedinqungen er-
Fullt sind, ist wuch F(m) in 1% . Sel nun F in .Uod,
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mit einer Aufldsung durch Vektorbiindel l“1 < /"6, » Da die
Fy(m) in A%, sind und F(m) auflbsen, ist F nach
Definition in M‘, .

2,2 Tensoriere die universelle Aufldsung von F mit @ (1)
Nach 1.7 ist diese Sequenz { =azyklisch und daher 1st das
EndstUck ((LQ(2))@ M(F(-1)) +t» {(Q(1)} ® (F)
Ko [T(F(1)) —» 0 exakt, Da [{Q2(2)} nach Folgerung
1.6 kanonisch zum Bild von Azi-: — E®E isomorph und

e ©)) = £ ist, ist {(F(1)) tatsdchlich die
Kokernabbildung von «+ , also nach Definition (1) =
KA(F){1) , Dasselbe Argument mit dem Endstick der univer-
sellen AuflSsung von F{n-2} filhrt zum Bewels der zweiten
Gleichung: Tensoriere die exakte Sequenz o —a/\"_Qu)
@ [ (F(-2)) —N' U @ M(F(-1)) — AT 2@ C(F)
mit (A"2(1))" , dann ergibt sich aufgrund der Duali-
t&t in der SuBeren Algebra die Exaktheit von o — [ (F(=2)}
— (R AN*®r(Fi-1)) — ( A*2 Y @ ).
Wenn wir die globalen Schnitte nehmen, erhalten wir nach
1.6, daR ((F(~2)) der Kern der kanonischen Abbildung
E* ® F(F(-1)) — A%E ® ((F) 1st. ged.

In 3.4,3 haben wir durch X{ X {F)) wie im
klassiachen Fall (siehe Einleitung) einem P(E)~Modul einenm
graduierten Modul zugeordnet. Im Unterschied zum klassischen
Fall beschridnken wird die Bildkategorie nicht, erhalten da-
fUr aber nur eine volltreue Einbettung nach Einschridnkung
auf tHad, | wach dem Lemma stimmt die Modulstruktur von
X(F) (2,1) =mit der von X{ X {F)) in den Komponenten vom
Grad Z =n {berein. Daher:

Folgerungs

Der volltreue Funktor Xeo X und der Funktor X ME
5 Grad Al nduziaten dieselben Funktoren von y“nif in_
die Kateqgorie GradF‘ der graduierten S({E)-~Moduln mit
Komponenten nur hohen Grades als wesentlich" LSerre,FAC,
n®5¢f£.7 [ Mumford,LOCOAS,Lect. 7,p. 487
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Wir setzen aus technischen Grlnden von hier ab k als -~

algebrailsch abgeschlossen varaus,

35 In diesem Abschnitt kommen Bezlehungen zu
Hilberts Syzigiensatz besonders in der Bewelstechnik zum
Ausdruck. Mit der (el, sos en)- Regularitdt (vgl,
[Altm.Kleiman,Intr.Dual.Th.,III,Def.3.1]) besteht elne
enge Verwandtschaft zu den feolgenden Begriffsbildungen,

Sie haben das 2iel, die Objekte von Kron, , die Kronecker-
modul eines Vektorblindels sind, reln algebralsch zu cha-

rakterisieren,

Dazu definleren wir erst die Einschrinkung
eines Kroneckermoduls, die der Einschrinkung eines Vektor—
blindels (P(E)-Moduls) auf einen Unterraum entspricht, Da
wir mit dem Raum der Hyperebenen arbeiten, wird ein Unter-—
raum von P(E) mit E;C E durch P(E/E)) = fH|H D E, }
gegeben,

Definition:

1. Seld 2 Eﬂx_l —> X, ein Kroneckermodul Uber E .
Der Kroneckermodul Xfgs: E/E, —» X_;/E;X_, —> X /EGX_y
Uber E/Eo heint Einschriankung von auf E/Eo. Dabei
ist x_2 die (-2)-te Komponente des assozilerten gradu=
lerten Moduls X(22) von 3 (Def, 3.4.3) und mit
on—Z (bzw. on-l) bezelchnen wir das Bild von EDG X-Z
{bzw, E,@X_;) in X_; (bzw. X_ ).

1 ©
2, Den graduierten S(E/Eo)-nodul ”lE/e, mit den homogenen
Komponenten (H!E/E‘. )m: - I“I",'/EQM"_l_1 und der induzierten

Struktur nennen wir Einschrinkung von M auf E/Eo .

3. Ein graduierter S(E)-Modul M heift requlir, wenn fUr
jedes p ¢ {1, ..., nj und jedhen Unterraum H von E
der Kodimension > p der S(E/H}—todul Mig/y keine
Torsionselemente beziiclich der Multiplikation mit Elementen

in E/H in den Komponenten vom Grad 9 mit -pzq<o hat
: 2 : . ;
und wenn Mk - Eq”"‘u—l/ /\Ear-.k_.2 ist fir k>0 .
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4. Ein Kroneckermodul 3¢ helBt reguldr, wenn X(x) es ist,
(Def. 3.4.3)

Theoremt
Ein Kroneckermodul = 13t genau dann von der Form 2 = X (F)

mit F in b , wenn 2 € Kron reguldr ist,
Zum Beweis benStigen wir folgendes

Lemma :

Sei X ein requlirer S(E)-Modul. Dann ist fir jeden Unter=-
raum H der Dimension q die Sequenz

o — NH @ xt-q) — A7 @ X(=qel) =2 ... > HEX(-1)
—> X exakt in den homegenen Komponenten vom Grad

pe { -n+qye..,0 -}

Beweis:
Wir machen Induktion Ulber q : Fir q = o ist die Aussage
offenbar richtig. Winle einen Unterraum H' von H der
Kodimension 1 mit Komplement ke . Wir haben einen Isomor-
phismus von AH' @ AP-IH! in  A'H mit der Inklusion
als erster und der &uBeren Multiplikation mit e als zwei-
ter Komponente. Die dadurch definlerte Projektion von /'H
auf  A™ e gst vertriglich mit den Multiplikationen,
d.h, das Dlagramm A™ @ x(-1) — A" lyex

ANl exi-1) — /\""zﬂ'ix
ist kommutativ,
Daher ist auch folgendes Diagramm kommutativ:

[+] o 9
: : :
‘e — Alex(q) o ... — HEXe) o H' Xeaae
{ ! { ¢
G f\"‘HfX(-v-n) S AHeX(-q) = ... — HQIKH’ = ‘1";““"“’
¢

¢~ ATHBX(-¢-4) = AT H'e Xtgl= S H'®Xe2 > XAl "’H‘AH&{XH;O

Die vertikalen Seguenzen des Diagramms sind exakt,und da
aufgrund der Reqularitat von X die Kronmeckermoduln

E/H'® X__p/H'x_p_1 ——— x—P‘1/H'K—p torsionsfrel sind fur
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alle H' mit codim H' > p, gilt das insbesondere fir

den Umtercaum H!' , welcher die Kodimension n+l-q hat,

wo also codim H!' > p ist flir p € 11,000yn-q§ &

Also folgt, daf die Multiplikation mit e: X(=1) > HX{-1)/
H'X(~1) < X/H'X{-1) , betrachtet in der homogenen Kompo-
nente von X(-1) vom Grad =-p+l , als Kern H'K_p_1 hat.
Daher und nach Induktionsannahme sind die Huferen hori=
zontalen Sequenzen exakt in den Komponenten vom Grad

P& { -n+qy...,03 (die obere} bzw. p in §{ -n+p+l,...,0}
(die untere), so daf wir auf die behauptete Exaktheitsel—
genschaft der mittleren schllefen kdnnen. ged Lemma

Fiir den Beweis des Theorems setzen wir
X = X(2) o Aus dem Lemma folgt dle Exakthelt der Sequenz

q g-1 s
o — Nn8x_ — ATTHex ., ses —> H®X_ . o

: x—n+q , und zwar insbesondere fir alle Hyperebenen

H wvon P(E/EO) und fiir einen Unterraum Eo von E der

Kodimension g+l > 1 . Der Kokern von —Q-ﬂgg(l)ﬂ x-n+q-l
— e x_n+q hat daher konstante Faserdimension Uber
geometrischen Punkten und ist also nach dem Lemma von
Nakayama {(Mumf.,ITAG,p.301] ein Vektorbiindel Pq,Eo mit
einer Aufldsung o — A'L)e X | /\q"',Q(l)&x_mvl—a
veee =P RULIOX_ PO X 0 T Fap,TT 0
die { =azyklisch ist nach Lemma 1.7, und also lst F
global erzeugt, Es folgl lelcht, dan Fq,Eo in ¥b liegt.
Auterdem ist X__ = = r{FQ.Eu ) und Ctr
kanonisch zu H} I.Q_Jﬁx_mq_i = X el isomorph, so
dafl bei geeigneter Identifizierung d¢as Diagramm
E @u r‘(rq’E'o(-x)) — F(rq'so)

b}
E & x_n+q_1 —_— i-n+q kommutativ ist. Insbe-

sondere gilt dies fiir g= n, womit die eine Richtung der

Aussage des Theorems brwiesen ist.
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Sel nun ein Vektorblindel F in «f“vd. gegeben,
Zeligen wir, dal der assoziierte Modul X mit den Kompo=
nenten X = {(F{m)) requldr ist. Sei HCE Unter-
raum der Dimension q mit n+l-g>p>0 , Bewelsen wir, dag
fir bellebiges ecE , edH , die Sequenz Hex—p—l —=
X_ OI/HK'P exakt 1st. Die Koszulsequenz o —AJH @ S(E)
-q)-;/@ ?HQS(E)(-q-rl) ~—> ... —> HRS(E)(-1) —> 5(E)
2 S(E)(1)/HS(E) ist exakt bis zur Stelle H®S{E)(-1)
einschlienlich, well irgendeine Basis von H eine S(E)-
regulire Sequenz bildet im Ublichen Sinne fitr graduierte
S(E)-Moduln (z.B. [Altm.Kleiman,Intr.Dual.Th.,ITI,3.1]).
Dies ist ganz elementar genausc wie der Beweis der Exakt-
heit an der Stelle (S(E) .

Wenden wir auf die obige Sequenz den exakten
Funktor an, der graduierten S(E)-Moduln auf die klassische
Welse P(E)-Moduln zuordnet {siehe Einlelitung) ¢ der insbe-
sondere S(E)(-q) zu ((-q) macht. Tensorieren wir dann
mit  F(-p) , erhalten wir die exakte Sequenz o —~AJH@F
(-p—q) —> A" 1H¢u='(-p--q-1) —? .ee — HSF(-p-1) — F
{(-p) — F(~p-1)/HF(-p) ., Da F in 4% liegt, 1st sie fUr
=P~q > -n, d.h, n+l=q > p, [ -azyklisch, so dal die Se-
quenz der Schnitte, speziell also die Sequenz H & C(F(-p-1))
—> [(F(-p)} —> [ (F(-p+l)}/H: ((F(-p)) exakt ist,

Aus dieser Charakterisierung 14st sich mit
einiger Rechnung ableiten, daf die Einschrinkung auf E/E
eines regulliren Kroneckermoduls & {ber E reguldr iat
(Uber E."E. )« Das bedeutet, dafl es ein Vektorbiindel F in
wdod & gibt mit K(F) = X|Ef_ = X(F)E/g, -
Die Einschrinkung Flﬁwm F  auf den Unterrcaum FlElEol
< P(E)} 1ist offenbar ein Vektorbiindel In \TJ VEO und es
Ist nach Definition klar, dan f(X(E/g ) = F’p(ge) ist.

Satz:
Sel E,¢ E und F in ’S’L donn ist die Einschrinkung

. E/e,
F 1 A a :
‘F(F/E.! n "hp und es 3ilt K AF (Ptblf,l) 7% (F)’E/E.




S A

Diesen Satz kann man auch direkter durch In=
duktion nach n bewelszen. Wir verwenden lhn jedoch nur in
einer trivialen Weise im letzten Abschnitt dieser Arbeit
und lassen daher den Bewels aus. Wir bemerken noch, dad aus
der Gleichung dieses Satzes mit Lemma 2.91 folgt, das ein
Vektorbiindel in A%, einen trivialen Summanden 4o  hat,
wenn die Einschrinkung auf einen Unterraum diese Elgenschaft
hat, Diese Aussage ist fiir Biindel nicht in %D nicht
richtig.
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4, Die abgeleiteten Biindel ejines polynomialen Vektorbilndels

Wir setzen welterhin k als algebralsch abgeschlossen und

aulderdem n >1 voraus (vgl, Satz 3.1).

4.1 Wenn wir uns den Beweis der Exaktheit des unlver-
sellen Komplexes an der mit 3 bezeichneten Stelle von

2.6 nochmal ansehen, so bemerken wir, daf die dortige Se-
quenz % 0 = ANH@F(=n) = A tH@F(-n+l) — ... —»
H&F(=-1) —> F auch [ -azyklisch ist, wenn wir an F
schwichere Kohomologiebedingungen stellen, die wir mit wei-
teren Konsequenzen in folgendem Satz formulierentg

Satzi

Sel FeAf mit Hirm)) - o flr i>o0 und ~-nc<m<o und
H (F(~n)) = 0 flir oc<i<n-2 .,

Danr_ist o-AX(1) ® I (F(-n)) i%n"“_v_m ® [T(F{~n+l))—>
cee = AR @ (F-2)) —> 2.(1) ® (F(-1)) 0 ar(r)
—> UM (X(F)) —> o exakt und YA{ Z(F)) ist Vektor-
biindel in /Vb‘ mit

1. C(UWX(FNm)) « ((Flm)) fOr -nemgo und
2, Rang WA (XK(F)) = Rang F - dim H™(F(-n)) + dimHn'l(F(-n)).
(f1 sind in 2.6 definiert)

...I

Beweiss

Den Beweis von Theorem 2.6 {lbernehmen wir unter den obigen
Bemerkungen bis zur Exaktheit an der Stelle (&l (F) ().,
Nach Definition von ({(XK(F)) als Kokern von £, (2.4)
ist die ganze Sequenz dann trivialerweise exakt,

Zeligen wir nun, dand die Fasern von M{Z(F))
konstante Dimension haben: Nach Lemma 2.6 gilt: Rang F « Rang
i m+n ¢ N 2
F(=n) = mso(-l) (m) X (F{-n)}(m) und aufgrund der
Kohcmologiebedingungen K (F(=n)}(m) = dim [ (F(=pn+m))
flr m>o0 und X (F{-n))(0) = (-1)"dim [ (F(-n)) - dim
"1 (F(n)) + dim HU(F(-n)), so dan wir daraus die alternie~

rende Summe der Faserdimensionen der universellen Aufldsung
filr W{(M(F)) berechnen kinnen: Sie ist Rang o { Z(F)) +
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Rang F + dim H"_I(F(—n)) = dim Hn(F‘(-n)), also unabhlpgig
von der Faser, Daher ist nach [ Mumf., ITAG,p292] «((X(F))
ein Vektorbindel vom angegebenen Rang, da die alternierende
Summe der Faserdimensionen generisch auch o 1ist, Nach
Lemma 2.8.2 1st WM (K(E)) € A%,

Zur Berechnung der globalen Schnitte von
UL ( X(F)) verwenden wir Lemma 3.1 mit der mit (#(m)

tensorierten universellen Aufldsung von M (RL{F)) . Nach
Lemma 1.7 ist H"( A"2 ) = k und alie sonst vorkommenden
Kohomologliegruppen = o , 50 danR an der m-ten Stelle des
Komplexes der m-ten Kohomologiegruppen ven 3,1 allein
HY(A™SZ ) @ M (F(-m)) = ([ (F(-m)) steht und sonst nur
o . Daher ist HO(M(K(F)I}(-m)) = [ (F(-m)) . ged.

4,2 Definition:

1. Wenn F € Ah 1st mit H (F(-n-1)) = o fir ocig<n-2 ,
dann 180t sich also Satz 4,1 auf F(-1) anwenden, Das Bln-
del M {X(F(-1)) € Ab heiBt erste Ableitung von P

und wird mit I‘__1 bezeichnet, Wenn F die Eigenschaft
Hi(F‘(-n-Z)) =0 flr o<i< n-2 hat, existiert die erste
Ableitung von F(=1) ., Sie heift zwelte Ableitung von F
und wird mit P_z bezeichnet. Entsprechend definieren wir
die m~-te Ableitung von F, fallis sie existiert,

2. Ein Vektorblindel F ¢ 4%, mit Hi(F(m)) = o for

O0<ilgn=2 und alle me Z heift polynomiates Vektorbilndel,

Fir ein solches Bilndel ist die m-te Ableltung definiert,

Bemerkung:
Jedes Vektorblindel in -Vh auf ¢, 1ist polynomjal !

Die Zuordnung F HF_m ist ein Endofunktor von

Vb., , der exakt ist, weil i und K  es auf l(:.-cm°
und /\v_b‘, sind, wie aus folgendem Lemma hervorgeht:




- 42 -

Lemma i
Wenn F polynomial ist, dann auch F-l und (F_l)_l - F_z.
Insbesondere gilt nach 4,1.2: [FF_o(x)) - M Ftk—m)},

Bewels:

Aus der mit O (-n-2) tensorlerten universellen Erweite-
rung von F erschliefen wir sofort HI(F‘_I(—n-l)) = 0

filr c«<«i ¢ n-2 . Daher existiert (F‘_l)_1 und ist nach
Definition & IM(I(P_I(-I)) = WM(K(F(~2)) = F_, wieder
nach Definition, und die zweite Gleichung gilt nach Satz

4,1.1, qed,

Wir wollen einem polynomialen Vektorblindel ein
Polynom in 22 [t] =zuordnen, das in dieser Arbeit nur eins
Veranschaulichungsbedeutung hat und von gewlssen diskreten
Invarianten bestimmt wird. Den Grad des Polynoms nennen wir
Stufe des Bilndels, well Grad eines Vektorbiindels F 8chon

als die Zahl grad F @ meZ mit ANF & ((m) definiert
izt, wobei r = Rang F 1ist,

Satzs

Sel F ein polynomiales Bfindel,

1. FUr genilgend grofies m st F‘__m =0 ,

2. Es gibt eine natilrliche exakte Sequenz

o — UaY_mn—aF_m_l(l)-—aF_m;-_-?(omz_m—bo, wobei{ der

letzte Pfell die Projektion auf den maximalen trivialen Sum=
manden von F__m ist und Y o und z_m sind Vektorréume,
Bewelss

1,: Nach Definition von Fn, ist P = o0, wenn C (F(wm})
= o ist. Wegen der Serre~Dualitht (1,5.4} ist F(F(~m))* =
Ext? (@ ,F(-m)™ o Ext™(F(-m), A" ) o u"(r® (m~n=1)),
wobel der letzte Raum nach 1.5.3 fir genligend grofie m Null
wird,

2,3 Nach Definition ist TX( F ) e ES(F(=m-1)) = {(F(-m))

und nach Lemma 3.4 gllt &(F 1€1)) = {F I(1) =
E ® [ (Fl-m-1)) — (E & r(rT'l'm-l-l))/ ?\“'55""‘ (F{-m-2)}.

Das Bild von A @I(F(-m-2)) liegt offenbar Im Kern von
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K(F_,), so daB wir elnen Homomorphismus von Kronecker—
moduln  K(F___,(1)) —2 X{(F_,) bilden kénnen, dessen
erate Komponente die Identitdt auf E @[ {F(-m-1)) sel
und dessen zwelte Komponente durch die Abbildung ZK(F_M)
t{nduziert werde. Daher iast auch klar, dafl Kern und Kokern
dieses Homomorphismus nur triviale Kroneckermoduln sein
k8nnen, die wir mit E®@0 — Y g und E®o —Z_ be-
zeichnen. Nach Lemma 2.9 ist E®o —2Z__ der maximale
triviale Summand von K(F__). Da alle Kroneckermoduln

in Xron, liegen, wenden wir v{ an und erhalten dle obi=-

ge exakte Sequenz, ged.

4.3 Definitiont
Sei F polynominales Vektorbiindel.

1. Die Sequenz in cbigem Satz heint m-te universetle Er=-

weliterung von F .
2, Das kleinaste m mit F_ = 0 heintt Stufe von F .

3. Wir ordnen jedem polynomialen Vektorbiindel das Polynom
PAF) = (y_az ) T ¢ (Y po1Ziaey? T+ eee @
(y_l,z_lJ T + (yo,zo) aus £°fT) zu, wobeli =z ; =

dim z_1 = Dimension des maximalen trivialen Summanden der
i-ten Ableitung von F , y 4y = dim Y 4 = Rang des Kerns von

\r-i-l(l) —* F_, der j-ten universellen Erweiterung von

F ist und m die Stufe von F .

Bemerkungi

Die Koeffizienten bezeichnen wir statt mit (y_. ,,2z_, ()
auch mit (71'21) « Das Polynom P (F) nennen wir das
Polynom von F . Die Redeweise "Ein Vektorbiindel F wmlt
Polynom 9 " soll beinhalten, da F polynomial ist.

Der "hbchste" Keeffilzient hat immer die Form (o,zo) y da
aus F__ , = o0 auch [ (F(-m-1}) = o folgt {4.2 Lemma},
so dai ?E(F_m) = E80 —> (F(-m)) ist, also F_, ein

triviales Bindel mit "entarteter”™ universeller Erwejite-
rung.

e A o I TR £ e 1Y S
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Die Multiplikation des Koeffizientenbereiches
zz i1st hier unerheblich, Es ist jedoch sicherlich interes—
sant zu fragen, ob sich auf 52 eine Multiplikation defi=-
nieren 180t, mo dap Y(F®G) = P(F): P(G) ist. Dies ist
fur eine Summe von Geradenbilndeln mdglich und es gllt offen-
sichtlich die Formel p(F & G) = J(F) + 7P(G) .

Definieren wir in zz [ TJ] die lineare Abbil-
dung, die "Ableitung® & , durch sl - il fue
150 und 8(y,2) e o, 80 gilt  p(F_) = S PN,
Dies folgt durch Induktion aus Lemma 4.2 ( & kann man als
Derivation einer Algebra von dividierten Potenzen interpre-
tieren).

Wenn fir F € A%, auch F(-1)} in Ab, liegt,
ist es klar, dap F_; = F(=1) ist, Da der Funktor ®"Ablei-
tung™ ( )_; 1m Gegensatz zur mverschiebung® (~1) nicht
aus der Unterkategorie der polynomialen Blindel herauaflhrt,
kann man ()_, wenigstens fir £, , wo jedes Blndel in
A'L, polynomial ist, mls natilrliche Erweiterung von (-1)
ansehen. Auf der Saite der Kroneckermoduln in Kron, 1st
( )_, definiert durch E@Xx_; £ x  +> Eax_, %4 x )
nach Lemma 3,4.2, wobel X_, die (-2)-te Komponente des
zu € assozilerten gradulerten Moduls X(&) ist (3.4.3.).
In Grad® stimmt ( )., daher mit (-1) Uberein, und nach
obigem Lemma (4.2) kBnnen wir mit Hilfe der Tatsache, daf
C(F_,(Kk)) = [ (F{k-m)) 1st (induktiv aus 1.4,2), die Fol-
gerung 3.4 flr ¢, neu formulleren:

Folgerungt
ey ¢ !
Der Funktor Xi JMod?_sGrad’ $st eine volltreue Einbettung

und es gilt X(F_l) = X{F){(~1),

1
Filr Kron® {d.h, P, ) stimmt die Ableitung
{ )_; = (~1) mit dem Coxeterfunktor c* uberein [Dlab-

Ringel] , mit dessen Hilfe sich die Kroneckermoduln mit

zwel Pfeilen klassifizieren lassen, Dies ist ein Hinweis
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auf die Bedeutung ven ( }_; fUr die Klassifikation von
Vektorblindeln auf #, , die den Kroneckermoduln mit drei
Pfellen entsprechen (s, 5,).

1.
4.4. Wir wollen zu gegebenem Polynom - F:_o(yi,zi).
Tm-i mit z,> 0 ubhd Yys 220 ein polynomiales Vektor-

blindel konstruieren.

Selen Yy Z1 Vektorrdume mit dim Yi - ¥y und dim Zy =
2, « Wenn m = o Ist, haben wir offenbar nur die Miglich-
keit (bis auf Isomorphie) &8 2, (Bem. 4,3.2), Ein poly-~
nomiales Blndel E‘1 der Stufe 1 hat; dann eine univer-
selle Erweiterung der Form o - (oY, e (1) @ zZ, —

F, — ez, — o s ¢€lnes der Stufe 2 mit Ab-

leitung F, ha!: dann eine universelle Erwelterung ()

o —» Doy, <> F,(1) — F, W@z, — o , Offen-
sichtlich ist Pl Kokern der durch 11 gegebenen Injektion
va Y, — P(l)e zoewezl und F, ist der Kokern der

durch 1, induzierten OaY, < Fl(l) ®vez, . Da
Ext'(@8Y,, O(1)& v)) « HU(OM)*" oo ist, ¥mt
sich i, nach @(2)& 2,9 ¥v(l)® Z; hochheben und Fy
ist daher auch Kokern von ey, & W(l)e Y, —ru(2)ez,
& vhez & oe 2, + Per Induktion haben wir das

Lemmaj

Jedes Vektorbindel F mit Polynom f_ ‘Yl’zl) ™1 ist
Kokern einer Injektion jj_(ﬁ(i)y"‘" —"KQ‘n (1)t
und daher ist Rang F = 'é (zm-i'ym-i) und dim [1F) =

ﬁi— (m-: . ) (zm—i'ym-i)'

+ =0

4.5 Wir haben eben gesehen, dap pélynomiale Bindel der
Stufe 1 Kokern von notwendigerweise faserweisen Injektlo=
nen der Form V&Y, o> (1) 6 z @ WOz sind. Be-
trachten wir XK(4,) , so sehen wir, dan Fy durch eine
Injektion (Inklusion bis auf Isomorphie) nco E@zZ, @ Z,
bestimmt ist, d.h. durch ein Element von Grhﬂ:ﬁlzu & 21),
denn j{_[l-‘lil = Kokern :&ul} ist glelch Eazﬂ-—}
[EGZQ/YIE =] Zy « Wenn wir 2Z_ wmit X und E®@Z &

o o
2.1 mit xl bezeichnen und Yl als Unterraum wvon .'(I
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ansehen, ist J((Pl) = E®X,—> X,/Y; und nach Lemma
3.4 erhalten wir 7((]-"1(1)) - EQ(XIIYI) — Ea(xl”l)/
NEeX,.

Wenden wir auf die universelle Erwelterung von
F, (4.4) den Funktor X an, erhalten wir die Erweiterung

von Kroneckermoduln
o —» E®0 —3 5@“‘1”1) —_— za(xlnl)—; E®0 — 0O

& yt — (Bo(xjrl))/r\zemxo =X r"‘{rz) — gz 2 N
Hieran sehen wir, dan (») 1in 4.4 eindeutig bis auf Iso-
morphie durch die Vektorr3ume Z, 3 2y 4 Z, , das Element

¥, € Gr, (E®2, & z,) sowle den Unterraum Y, von
(E@(xlﬁl))/ Azzexo bestimmt 1st. Y, 1ist jedoch von dem
speziellen Bilndel F, abhlngig. Um davon loszukommen, knnen
wir ¥, auch als Unterraum von E@ X, auffassen, der B@Yl
und ~NEa X, (d.h. das Bild der kanonischen Abbildung) ent-
hilt.

Gehen wir noch einen Schritt weiter und nehmen an,

F‘g sel Ableitung eines Bilndels Fy mit Polynom go(yi,zil-
-t « Nennen wir X,1e E®X, @ Z, und fassen Y, € E®X,
als Unterraum van "2 auf. Der Kroneckermodul von Fy ist
dann EG(XIIYI) —_— le‘!z und dle universelle Erweliterung
von FJ als solche von Kroneckermoduln ist

© 4 E@O0 —) E@(KZIYZ) = BQ(X2/Y2)-D E@o — ©
(%) ¢ A i {

° = ¥y £ (E@(Xy/Y,) ) /REKX /Y, [(Fy) —> Z3 = o
Die kanonische Abbildung I\zE B(XI/YI) — EG(J(Z/YZ) ist
dabel durch eaf®{x mod Y} V> e @((fox)mad Y;) - fal((eex))
mod Y2) gegeben, also durch 7((?2) - EG(XI/YI) —> Xy/Y,
induziert und daher wohldefinlert.

Fq 1ist also durch Zs Zy v 25 9 24, Y, €
Gr o, (X)) 4, Y, & Gr,, (X,) sowle Ya€ Gr oy, (X3} bestimmt, wenn
wir YJ. als Unterraum von Eﬂxa also auch von x3 = E® )(2
& 23 ansehen, der E®Y, und das Bild von A2£10 X, enthilt,
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welches offensichtlich der Kern der Multiplikation eexz
—> S (s)az & s (lé:)r:nz1 ® E®@Z, ist. Tatsichlich
k&nnen wir mit den angegebenen R¥umen und Inklusionen die
universelle Exweiterung von F, als Sequenz () kon-
strulereng

Die Inklusionen E@Y, <Y, c2 Xy gestatten die Definition
der natiirlichen Abbildung AE&X,/Y,) —> E®(X,/Y3)
(siehe nhen), die durch Y,/E®Y, faktorislert, da das
Bild von AEﬂll < ¥, ist. Daher 1nﬂuziurtadi- Inklu=
sion Y, = E®X, die Injektion r3{(55Y2+ AEExII

s Ea(xzﬁa.}/ A2e ®(X,/Y,), das ist unter Beachtung
der anderen Deutung des Vektorraumes 1'3 diaeselbe wie

1 in (&) .

Bezelchnungs
Sei ein Polynom pe Lg (yy02g? ™ 40 22073
=o
gegeben (4,.3) mit Yo, = O 2,>0 und y; , Z; 3 © und
seien z1 Vektorriume der Dimension Z; « Setze xja -
l to e"’az und beachte, daf in natlrlicher weise

Bbxj_—l Xy - Eexj_le 2y 1ist. Sel W, der Kern der
kanonischep Abbildung xj_—-’-LEL stiera zj_l und u;1 =
dim W, + Eg; (e =
Wir definieren /V' p’ fiir m<o , 4"; filr me o als
Gr o (X)) = §¥Y }:= [0} und fir w>o0 als die Menge
der m=tupel (YO'Yl' eee Ym) in Gr“a(xo)x..' X GI.'“"(K.)
mit folgenden Eigenschaften: 1, H’,C YJC, Baxj_l

2o jAGYJ -1 & Yj

(E@X
3. [ 1‘-"'>le‘lj) ist

ein Vekiorbindel vom Rang
ry = (zg = yy3)e

(Wir weisen darauf hin, daf nicht Y; sogdern “.l die
Dimension von ¥, 1ist, da aufgrund der obigen Interpre-
tation nicht ©eY; sondern O@(Y, JEAY, W) der
Kern von F1-1‘“ —» Fy ist.)

Da die Bindel Fy o M (Eox, 1= Xj/¥y) sich

als polynomial mit Polynom & '7’) = (yj.24) ri-¢

+ =0

erwiesen sollen, missen wir nach Lemma 4.4 den obigen Aus-
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druck fir 'rj einsetzen, denselben Grund hat auch die De=
finition von u, e dim ‘!1 (siehe SchluB des nlchsten Ab=

schnittes),

4,6 Einen Ansatz zur Interpretation von 1’7‘: als Menge von
polynomialen Vektorbiindeln der Stufe m mit j=ter Ableitung
in Agip , wobet §%p die j~te Ableitung von P im Sinne
von 4.3 ist, haben wir eben gemacht. Hier fUhren wir sie
aus:

wenn 1’;-‘- # ist, also P= o, wollen wir
an das Vektorbiindel mit Faser o denken; der Punkt in
4’; = §0] , d.n. P = konstant ¢ o, reprisentiere das
triviale Bilndel @@ zZ,, seln Kroneckermodul ist E®o —»
X/ Yo+ Nehmen wir nun an, wir h¥tten gezeigt, daf die Vek-
torbiindel (H(E@X , —» X /Y ) polynomial mit Poly—
nom rp" - %:i (yy,24) TM-4-i  gind und Kroneckermodul
KI(G) = E@X, /Y, —> Xu_1/%n_y haben (m>o,
setze X_; = Y_y3 = ©). Wie in 4.5 am Belspiel F, ausgeflnhrt,
haben wir folgende exakte Sequenz von Kroneckermodulnt

o - EI., —>  EO(XmufYy) = EO Xl )0
{= {
0-:).’.. 4£oy_q4ﬂ€¢’(rz)-?fﬂf’<-‘4f«},{w_d“’(5°&.)/51.. =

e e T s, Jredteere v
Wir wollen zeigen, dal | eine faserweise

Injektion LﬂO;‘; —2* G(l) induzlert und dim —?‘- = Yo
ist. Dann llegt ndmlich das Bindel (2 ) = M{(E®@ X

m-1

. 5P I:Etﬂxm_llh'm} als Kokern won m?—m — G(1) in
Al und alsc auch F « Md)e veZ,,. +« Dann hat
F den Kroneckermodul E@(Xm_llym_lj —_— xm/Ym und ist

pelynomjal mit Ableitung G und Polynom ¥ . Betrachten
wir dazu die Fasern von o{(A) und (M( %) Uber dem
Punkt H in ®(E) : WM(A) (H) = (E®X /Y ) mod (H®
(X1 /Y )= E@X, /(Y +H8X ) wegen HEY , <€ Y_ nach
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Voraussetzung 2., G(1}(H) = (M{(a(H) = EO(?m_lme_l)/
2 —— — —_— e -— —

ATE (X /Y, o) med HO (X, 0 /%, ) S Eex AE@Y, , +
w_ ) mod H@X .. Dabei schreiben wir X; = X;/W,;, ent=
sprechend _Y"_ » Nach Voraussetzung 2. ist némlich das
Bild von AE@Y sowle H®@Y in E®Y ent-

m=-2 > m-1 . m-]
halten und das Bild von AE® xm-—l ist offenbar W, .
Da W _,cWw gilt, ist (M(x) (H) =« E@X ,/(EBY, ,+
HEX .+ Wm). Dividieren wir nun durch Ym/(EQYm_lq-wm)
erhalten wir dieselbe Faser wie die von (M(A) iUber H .

Daher ist o —> 0€Y, —> G(1) = F > we Z,
— o exakt mit F = WM(A) & @@z und es ergibt sich
To ™ Cp_1¥Zp=dim Y %’u (z‘1 ~Y;) nach Voraussetzung.
Per Induktionsvoraussetzung kénnen wir r_, ;, ersetzen und
erhalten dim 'fm = y, » Jetzt wollen wir noch u = dim
¥, Dberechnen: Es ist
(3) y, = dim Y = dim ¥ - dim (E@Ym_lr_n_od W) _und as
glle T (G(1)) « E@X /(E@Y ,4W ) = X /((ESY__,
mod W )@ 2 ) , wie wir bel der Faserberechnung gesehen haben.
Und da G daumiolyqom &p hat, gilt nach Lemma 4,4 dim
)

re) « 22 Mty dalse u, = dimY, -y, +

dim W, + dim X -z - dim [(G(1)) = dim W + y_ -z _ +

™ i m X m m
(-iuc:.') *m-1 = é ("': k) W PR

Zusammenfassungs

Jedes Komponentenpaar (Yj-l' Yj) eines Punktes (Yo,...,

Y.} in 'P;o mit P 2= (Yy,2q) ™! induziert etnen

Kroneckermodul E@(xj__l(;r;:l) _ xj/YJ eines Vektor-

biindels F, vom Rang '."2:'6 (zy = y;) mit Polynom Sm_{p

das als Ableitung F}—l und die universelle Erwelterung

(oe(vjf(r:eyj_la,wj)) =% Fi QM BB (aazj — o

hat, Die Injektion wird durch die Inklusion Yj ¢ E@X

induzliert.

{Elie S € T, C gy

Die Projektion A% t;,, entspricht dem Bilden
oY) U, )

-1

der Ableitung F F—l'
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Wir fassen von _nun an ’S; als "Menge" von polynomialen Bin-
deln mit Polynom a: auf. Und daher schreiben wir statt eines

Punktes (Yo....,Ym) manchmal einfach das zugehdrige Bln-

del.

4,7 Jedes polynomiale Vektorbilndel F ist zu einem

Bindel in }%, isomorph, wobel g das Polynom von F
ist (Def. 4.3.3).

Nehmen wir an, die Ableitung F_, sel zu einem Bindel in

4’;,, isomorph {Induktionsanfang:s F =« OB 2 , P=

(0,2 )). Dann dirfen wir ohne Einschrdnkung F_, in 4{', lie=-
gend ansehen., Bis auf Isomorphie lst der maximale triviale
Summand von F gleich ©®2 , 50 dag [ (F) = (T(F_,
(1))/Y)® 2 1ist filr geeignetes Y C F(F_,(1)) = E®X ./
(E®Y _,+ A‘?soxm_z) . Wir finden also ein Y C E®X _,,
das Eer-—l und das Bild von /\25 axm_l y dehe W, ent-
hdlt. Nach Definition ist X = Eﬂxm_la Z,s und es ist

klar, dan (F_;,Y )€ "’,;: isomorph zu F {iat,

Wir zeigen nun, daj ’\‘; ein Schema von Vektor-
bliindeln ist und dazu zundchst das

Lemma 1

Die Menge der Vektorbiindel vom Rang r induzierenden Ele-

mente in Gr(e@X) Iist lokalabgeschlossen filr festes reN.

Beweist
Wir betrachten die tautologlischen Bilndel mit Faser Y Uber
dem Punkt Y in Gr(E@X){A) bzw, H®&X ilber H in P(E)
und schneiden deren Urbilder ilber Gr(E®X) x P(E) als Un-
terbindel des trivialen Bilndels (OPE® X, Der so entstandene
Gr(E® X) » P(E) —Modul hat die Faser YNH®X iiber dem Punkt
(Y,H) , und die Menge W der Punkte, wo Y A H&X kon-
stante Dimensien d hat, ist lokalabgeschlossen, offen in
der Menge W der Punkte mit dim YAH&X > d [HMumf.,
ITAG,S.301] . Die Menge 4~ der Y in Gr(E®X)(k)

- ]
deren Faser unter der Projektion A —F> Gr(E@X) auf den
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ersten Faktor ganz in A liegt, induzieren gerade Vek-
torbiindel von konstantem Rang., Das Komplement von 4

im Bild p(W) ist offenbar p(ﬁ'\‘w') , also abgeschlos-
sen, da 4~ vollstindig ist, und somit ist ¥~ offene
Menge in einer abgeschlossenen Teilmenge von Gr{E®X) ,

qed.
Theorems >
Sel P - f_ (yi,z y ™ c 2°CT] und S die Ab-
leitung (4.3).
g1 x v; ist eln irreduzibles Schema, das offen ist in der
abgeschloesenen Inzidenzkorrespondenz, bestehend aus den
Paaren (G,Ym) (8. Zusammenfassung 4,6) mit den Eigenschaften

1. w,cY, C E®X .

2. E@y, _, C Y,

2. Jedes polynomiale Vektorbilndel auf P{(E) mit Polynom ’
der Stufe m , mit Rang F‘_'”k = ?-9_: [zi—yi} und rnu]t,_.w
= 2, ist isomorph zu einem Vektorblindel in 1.’?; ., Dis Pro=
jektion (¥ yees,¥,) ~T (Yo peeos¥y 1) Buf -ﬂ'p ent-
spricht dem Bilden der Ableitung F » F—l . Dann ist

o> V&Y /(EY, W )) —> F,(1) — F0®Z — o

die universelle Erwelterung von F .,

3 ’% ist genau dann nicht leer, wenn 4{? nicht leer ist

und Al el > rpez, > n gder 2, r_ = Tpelt Zm gilt.

m=1 m
Im ersten Fall ist die Dimension von %, gleich

o (r_y=r*z) - (dim X -2, ~u ) , im zweiten Fall

owTrA

ist die Projektion bijektiv und das Urbild von G
ist G(1) & e Z, « (u 1 Bez., 4.5)

Beweiss

Wir haben oben gesehen, daf die Aussage 2. giltig ist, wir
wollen jetzt durch Induktion zeigen, dan \‘P in

"{P X 6r, (X ) ein Unterschema §st (m» o). Letzteres ist
€in Schema nach Induktionsvoraussetzung und der Anfang ist

trivialerwecise richtigy. Die Bedingung 1.1 an Ym ist na-
tiirlich abgeschlossen in Gr, (X ) . Zeigen wir,dan dies
Lad]
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auch fdr Bedingung 1.2 richtig ist: Betrachten wir einer-

seits die Projektion 4§p x Gruh(Xm) — Grun(xm) und

andererseits den zusammengesetzten Morphismus 4’;PX

Gr () —> Voo — 6ry Xnoy) ~> Oy (E®X _,)C
(x_) definiert durch (Yo,...,vm_l,ym) —

Gﬁm/”“q-‘ m
(Yo,...,Ym_l) —> Ym_ > E®Y » Sie ergeben einen

1 m=1

Morphismus ins Produkt S ) e X)) X Grum(xm) . Das Ur-
bild der abgeschlossenen Inzidenzkorrespondenz §{Y',Y) |

Y'C Y} ist gerade die durch Bedingung 1.2 deflnierte

Teilmenge, also abgeschlossen, Bezelchnen wir sle mit ¥ .

Die Bedingung 3. in Bezeichnung 4.5 ist nach
obigem Lemma lokalabgeschlossen in G’l‘wﬂu....‘"‘mxm-l) s also
auch das Urbild in -’\IPX Gru...(xm)' so dafl der Durchschnitt
mit obigen Bedingungen, nimlich 4;, eln Schema ist. Jetzt
zeigen wir, daB A% offen in ¥V  ist und irreduzibels
Dazu genlgt es nachzuweisen, daf die Projektion ’Wr s 4&?"
surjektiv Ist (fiir nicht leeres erstes Schema) und die Faser

Uber einem festen (Y ,..,Y ;) & 4{’, offen in der
{irreduziblen) Faser von 4~ ey G'u,(XJ"'--'G"u...(xh-t)
(YorsYar) = A 5, Soeil)

Nach Definitlion ist die Faser in ’V-zu
Ry, JE®X, \/(E®@Y,  4w.)) = Gr (EBX, ) (Abklirzung: 4.5)
isomorph. Bekanntlich ist InJ(Y,mm_l) -— GrYAEﬂ L
ein offener Morphismus (Y ein Vektorraum der Dimension ym),
und aufgrund obiger Diskussion ist es klar, daB das Urbild
der Faser pr- (Yoreee¥ 1) € Gr (E@X ,) genau die fa-
serweisen Injektionen in Inj{ P@Y.G(1)) = Inj(y,EOX, )
ist mit G = Biindel zu t‘ru,..-.‘fm_li. Dlese sind per Duali-
tit fFreg™ isomorph zu den Surjektionen in Hom(G ™ (-1),
@® Y"), die eine offene Menge nach folgendem lelcht zu
beweisenden Lemma biidens

Lemma 3
EEElE)

Die Surjektionen in Hom{F, O& Y) bilden ein offenes Unter-
Schema, wean F ein Biindel und ¥ ein endl. dim. Vektor-
raum fst,
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Damit haben wir die Offenheit der Fasern von 4’,;, £ /V:r
in den entsprechenden Fasern in

A gezelgt, Zum Beweis der Surjektivitit von pr und
der Existenzaussage des Theorems bendtigen wir daz

Lemma 33
wenn G 4in /% nicht (7 als direkten Summanden hat, gibt

es eine faserweise Injektion ¥ —> G genau dann, wenn

Rang G>n ist.

Bewelis:

Die elne Richtung gilt nach {Atiyah,ell.Cur.,I,5,Th.2].Umge-
kehrt gebe es so eine Injektion,d.h. ein Element s in [ (G),
das flir keine Hyperebene H von P(E)(X)} im Bild von
HO{(6(-1)) 1llegt. Da E®@M(G(-1)) —> {(G) surjektiv ist
(2.9), mlissen die Bllder der Komponenten e@s, in [(G)
eines = reprisentierenden Elementes von E @& ( (G(-1))
beziiglich jeder Basis e, von E 1linear unabhidnglg sein.
Also hat der Kokern von H & [ (G(-1)) —> [ (G) eine Dimen-

sion rx n+l . ged Lemma
Sei nun G € /V;-P und zunfichst r, > r -z =n , dann

gibt es nach dem Lemma eine exakte Sequenz o— 0 —>»G(1)
—> H — ©o von Vektorbiindeln in 4'"5, « Da H kelnen
trivialen Summanden hat, gibt es nach dem Lemma auch eine
faserweise Injektion @ -—> H, falls r_ .
und dilese ist offenbar 2zu elner faserweisen Injektion in
G{(1l) hochhebbar, die sich mit der gegebenen zu einer Faser-—
injektion WOY —¥G{(l) erginzt mit dim ¥ =« 2 ., So fort=-
fahrend kdénnen wir also eine exakte Seguenz
() 0o —m LY — G(1) —> F —»o®2Z_ —> 0 kon=
struieren, wo wir F als Kokern } @ O @& z, definieren und
wo Y die Dimenslon r .-r 4z > O hat. Es ist klar,

=1 > n ist,

daf F ein polynom, Bindel der Stufe m wvom Rang r, mit

Multiplizitat z, ven ¥ in F 1ist, AuBerdem ist G-FI'

Wie man durch Berechnung der Kroneckermoduln aus (€} fast-—
stellt, also ist F ein Urbiid von G .
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Falls Lol = fp=2, ist, winlen wir das Ur-
bild ven G einfach F = G(l)@w® Z . Damit haben wir
die Aussagen 1., 2. und dle Existenzaussage in 3, bewiesen,
Da wir aber die Fasern der Projektion Vp —> 4{;,,
kennen, kdnnen wir induktiv die Dimension bestimment Eine
Faser 1st zu einer offenen Menge in Gry(E—i—_X}'_l) iso-
mOrph, hat also die Dimension vy .(dim E®X _, - Y,)e Vor
der Zusammenfassung in 4.6 haben wir die Formel () dim
(EﬁYm_lmod W) = upedim W -y
einsetzen und die Definition Xp=E®X _, ¢+ z, verwenden,

gezeigt, Wenn wir diese

erhalten wir als Dimension der Faser ¥ (dim X =3, = ul.
Aus der universellen Erweiterung jeder Ableitung von F
erachliefien wir Yo * Tme1TptZ, Und die Summe der Faser—
dimensionen schlieBlich ist die von 4;, -

Endlich haben wir zu zeigen, daB die Projektion
bei Fmel ® Ty~Z%y Dilektiv ist: Die Umkehrabbildung ist
Go—r—= G(lYP vea Z, » da die Zusammensetzung mit
der Projektion offenbar einmal 1id ergibt, und die apdere
Gleichung erschliefien wir sc: Wegen der Rangbedingung ist
Y in der universellen Erwelterung o — UBY —» G(1) —>
F —-:(oezm—-’ o Null, also ist F = G(1)& (oszm . Qed.

Bemerkung zum Theorem: Vermutlich ist V{e sogar lokaltri-
viales Faserblindel Uber ?Ea, » wir haben jedoch keine Ver~
wendungsmiglichkeit daflr.

Die ndchate Aussage ist ein kleiner Hinweis
auf die Richtigkelt der Vermutung, daB Bindel vom festen
Rang r auf Pn filr groBes n in Geradenbilndel zerfallent

Folgerung:

1. Ein Vektorbiindel auf Pn vom Rang r<n mit Hi(F(m)) W0
fir alle meZ wund ©0<l<n-1 zerfsllt vollstindig {n Ge-
radenbiindel.

2. Ein polynomiales Bilndel der Stufe m vom Rang <« n ohne
triviale direkte Summanden in den nichttrivialen Ableitungen

ist zu omF isormorph,
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Bewels:

Wir diicfen ohne Einschrinkung annehmen, (1.5.3), das Blindel
F sei polynomial. Wir machen Induktion nach der Stufe m
und flir m=o ist F= Y®2Z, . Seli mz1l und o — OBY
— F‘_l(l) -— F — ez o die universelle Erweiterung
von F , Nehmen wir an, Y seil ¢ o, und bilden wir die
Fasersumme mit einem Element ¢ o in Hom(@@Y, @ ). Wir
erhalten eine Erweiterung o—> @ -»F'-—> F->0aZ — 0 .
Nach dem dritten obigen Lemma muff direkter Summand von F?
sein, da Rang F sonst > n wire, Da aber die induzierte
Abbildung F_l(ll —>» F' surjektiv ist, gébe es eine Sur-
jektion F_l(l)-—b @ , Widerspruch. Daher ist F = F_l(l)
& V® z, also nach Induktionsvoraussetzung Summe von
Geradenbilindeln.

Die Aussage 2., ist ein Spezialfall von 1, (vgl, mit der Be-
griffsbildung in 5.3). ged.
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S, Klassiflkationsprobieme fir Vektorbindel auf der pro-

tektiven Ebene

Wir wissen, dal jedes polynomiale Vektorbiindel, alsoc insbe-
sondere jedes Vektorbindel auf der projektiven Ebene, 2u

einem Bindel in Ap isomorph ist und jedes Biindel in

ist polynomial. Die slch anschliefende Frage ist die nach

der Iscmorphie zweler Bilindel in ’V;a e Da » eine Isomorphie-
invariante ist, kdnnen zwei Biindel mit verschiedenen Poly-
nomen nicht {somorph selin.

Skl Da Blindel F {in 49% durch lhre Kroneckermoduln
bestimmt sind, alse nach Theorem 4,7 durch die letzten bei-
den Komponenten des zugehdrigen (m+l)-tupels (Yoreae,¥Y,)
3ind zwel Bindel F und F' ¢ /‘Via genau dann isomorph,
wenn ein kommutatives Diagramm E&(xm_ll‘rm_l) &EJ X/ Y
Eeon Jo
E@ Xy 1 /Y 1) TS Xo/vy

mit Isomorphismen a und b existiert, Wir dilcfen annehmen,
daf X = ssxm_l ist, da die trivialen Anteile von F und
F' gleich sind und also keine Rolle spielen. Fassen wir a
als in GL(X ,) auf mit aly, 1) = ¥! | . Dann ist das
Dliagramm schon durch a bestimmt: Wegen der Surjektivitlit

von KIF) und K(F') mit Kernen Y /(E@Y, | +W ) bzw,
Y'm/(EOY’:‘_lwm) ist es Kokern des Diagramms
Ym/(EQYm__l-rwm) — Ea (xm_lme_l)
{ €dag, L Eea
YR/ (E@YL j#Wy)  ——s E@(X,_/¥s ).

Wir gehen noch einen Schritt weiter: F ¢ 47;0 ist sogar

durch die letzte Komponente Y, bestimmt, da F = M(BEXm_

1
= tex,, /Y, ) 1ist (hier wieder X, = bex )e

m=1
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Die gerade gemachten {Uberlegungen zeigen, daf
ein Isomorphismus zwischen F und F' = W (Ea xm_1—>
E®X 1‘”1:1) durch ein Diagramm der folgenden Form mit

m=—
ac GL(xm_l) gegeben ist:

Y, < E®X .
Eﬂhﬁat JEoa
Y. < E®X
a € G]"txrn—l] einen 1somorphismus von F auf ein polynomi-
ales Biindel in ’Y‘;o . Wir haben unter Berilcksichtigung von

« Umgekehrt induzlert jedes

Theorem 4,7 bewiesens

Lemmat
1. Dle (offene und abgeschlossene) Projektion T von
Gru;xo) X .:_._X G‘u.S."m’ auf den letzten Faktor bestimmt

ein Schema /\(I",, = 11—(4,?) ¢ Gr(x,) polynomialer Bindel
mit Polynom p= S Yy,z) """ . Das Vektorblindel
zu einem Punkt Y, € Ap ist Meax  —> X /¥,) und

jedes Bindel mit Polynom P ist zu einem solchen isomorph.

2, Auf A, operiert aeSL(X _,) durch Eea € idz . Die
Bahnen von SLI{X, ;

polynomialer Bilndel mit Polynom Y -

) entsprechen den Isomorphieklassen

Da die Skalare in GL(Xm_l) wie die Indentitlkt

operieren, dirfen wir uns auf SL(xm_l) beschrinken,

was wegen der Halbeinfachheit von SL{X ;) fir das Fol-
gende glnatiger ist:

S5e.26 Uber die entstehende Frage nach der Existenz von
Quotienten nach Gruppencperationen, hier P’;/SL(xm_l) o
gibt das Standardwerk [Mumford,GI’l‘J Auskunfts Er existiert

im allgemeinen nicht. Jedoch gibt es eine offene invariante

Menge, dle Menge der stabllen Punkte, fiir die ein quasipro-
jektiver gecmetrischer duotlient [Mu_rLf.,GIT,Def. 0.6] exie-
stiert, d.h., wo die Punkle von \"}’, /SL{X_ ;) den Iso-
morphieklassen der Biindel mit Polynom ¥ entsprechen.
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Leider kann die Menge der stabilen Punkte auch
leer sein. Sie hiingt auBerdem von einer gewidhlten Einbettung
in ein Produkt von projektiven Rdumen ab, Thre Charakteri-
sierung geschieht in [ebd,,I1,1,Th,2.,1] fir ein projektives
Schema 3 |, auf dem die Gruppe G operiert. Wenn Y offen
(oder lokalabgeschlossen) in E 1liegt mit G-invarianter
Inklusion, eind nach {ebd.,I,5,Th.1.18) die eigentlich-sta-
bilen Punkte von 3£ (d,h, stabil mit endlichem Stablli-
sator), die in } 1liegen, enthalten in danen von Y .

Bezeichnungt
wenn 13 X g ®(v,)x . .,, xiP(V ) eine G-Kquivariante

Einbettung in ein Produkt projektiver Réume ist, so das
@p(v'-)(l) linearisiert ist, d.h, das G auf den affinen
Kegeln A(VJ) iber P(Vj) operjiert, wollen wir die eigent—
lich stabilen Punkte in X , die in g liegen, besonders
stabil (bez. 1) nennen.

Ein (bez. der natlirlichen Einbettung) besonders
stabiles polynomiales Vektorbiindel mit Polynom P ist ein
Biindel, das durch einen Punkt in '?r C G:u'(“E ox,_l)

('m « o) induziert wird, der bezilglich der durch die Plilcker=-
koordinanten gegebenen Einbettungen Gr“'(ni:ﬂxa_l) c

P A\"m (Bﬂxm_ll) ejgentlich stabil ist. Die Gruppenopera-
tion wird in Lemma 5.1 beschrieben. Wir haben folgendes
Stabilitltskriterium:

Lemmat

Sei X ein Vektorraum der Dimension d, Gr (EaX) C

P( AM(E®X)) die natiirliche Einbettung. Y€ Gr, (E ®X)

ist besonders etsbil relativ der Operation von SL{X) genau
dann, wenn fiir alle echten Unterrliume 2 von X

Beweis:s

Wir folgen (Mum{.,GIT,4,§ 4], wihlen eine Basis XpseeayXyg
von X und Boresa,8,  sel die fest gewShlte Basis von

E . Wir definieren Unterriume 2; € E®X durch das Ver-
schwinden der Koeffizienten bei e’:q fir @ > 3 und alle
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p und bel g = § fir p>1 . Dann erhalten wir elne
=) n

Fahne E@X = Z§ D3 Z) O see 225 2 Z5 ;2 eee 2

zl > z -0 , su dah wir f[ir dla Paare (1, j) , fir die

(#) dlm{YhZ ) = dimf‘!ﬂzj La gilt, Elemente

yle zd N z" =1° winlen kénnen, die eine Basis von ¥ bil-
den (2;11 - 2;’_1}.

Um das Stabilitdtskriterium anwenden zu kdnnen
(GIT,Th.2.1]), wihlen wir eine relativ X;,...,Xy diagonale
Einparametergruppe 2 in SL{X) , die durch die Charaktere
CireasssCy € Z gegeben ist, flr die c©;> c5; > .ea>Cy
gelte, und betrachten die Bahn von Y unter A . Es gilt,’
die Spezlalisierung bel t->o0 zu berechnen. Das Konjugierte
von Kyi - k(E_ pqSp®¥q * %.caipje PRy s untern A(t) st
k( =5 apqtc t}:xq + :z:l p-,‘t epox,) -

3,4t 1" e ep@xg + Z_ 3, epoxj) und ap:zialia:l.ert
also zu k' g. pje o !j 5 h'egen der Wahl der Yy sind alle
diese Elemente linear unabh3ngig, spannen also die Speziali-
slerung Y, von Y unter A bel t>o0 auf.

A‘Yo ist ein Fixelement flUr die Operation von

auf Gr (E@X) € ( A'E®X )" , und somit 1iBt sich
der chnralr.l:ur auf der Faser von (9(1) {ber f\k‘! das
1st ( M¥,)™ , berechnen. Dieser ist aber = ﬁ K§°Sy o
da die Operation durch die kontragrediente arft?lqt. wobel
wir mit kj dle Anzahl der Paare (p,j) mit () bezeich=-
nen. kJ 1dnt sich auch als dim(y N ZJJ - dim(fnzj 1)
ausdriicken, so dap = Z_ k cy = ~dim Y-c, ¢
dim(Y N z?){cj+1 ~<y) 1ist, Nach [ GIT,prop.2. 411g11t
diese Formel auch fir durch C1ZCH T aes 2 <4 definierte
Einparametergruppen,

Nach dem Stabilitstskriterium [GIT,Th.2.1] ist
Y alsc eigentlich stabll, wenn dieser Charakter positiv
ist fir jede Basis Xypeae,Xy und fir alle ClreeerCy mit
C; €, T «sa 7 ey und Zc1 = o0 , da jede Einpara-
metergruppe beziiclich einer Basis Diagonalgestalt hat, Wegen
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der Linearitdt der Formel 1In Cy4...,Cy ist das genau dann
der Fall, wenn dies filr alle p und d=p = C; = .., = cp N
cp+1 = eee mCym= —P gilt. Daher ist obiger Charakter gemau
dann positiv, wenn flr alle p & { 1,...,d—li dim Y-p >
d. dim(Yn z:) ist. Nach Definition, und da die Basis von X
beliebig war, ist Z: ein Unterraum der Dimension p von
der Form E®2 und beliebigen o = 2 ¢ X , so dal die Un-

gleichung die gewlinschte Gestalt annimmt. gqed.

5.3 Das Lemma 5,2 ist unmittelbar auf unsere vVektor-
blindelsituation anwendbar. Darauf milBte eigentlich eine geo-
metrische Interpretation der Bedeutung der Unterriume 2
folgen, Die jedoch dabei auftretenden Schwierigkeiten hingen
damit zusammen, daB wir durch die Beschrlnkung auf den letzten
Faktor von 47; (Lemma 5.1.1) von der expliziten Struktur,
die durch die Ableitungen des Blindels gegeben ist, abgesehen
haben, Die Operation von sx.(xm_l), stabilisjert flir m>»1
in der Tat auch nicht die X, = tlglaza “"‘mzj_1 , die fir
j<m=-1 {in xm#l enthalten sind, und der Stabilisator wire
keine reduktive Gruppe, so daB man die Mumfordschen Stabili-
titskriterien nicht anwenden kann.

Fir m = 1 entstehen jedoch keine Probleme, well
wail alle zj = o sind fir j>o . Im Falle t;;l y aber
z, = 0 fUr alle j>o ist das Polynom ¥Pé 2°C T3 Summe
des Polynoms’ g yi'l"'"_;l in der ersten Komponente und des
Monoms zu'!‘m in der zweiten. Vektorblindel mit solchem Poly-
nom erweisen sich als der angesprochenen geometrischen Intere

pretation zuglnglich.

Definitiont
Ein polynomiales Vektorbindel heift monomial, wenn die zweite
Komponente selnes Polynoms ycz'['rl ein Monom ist, d.h, 2y =0
fir 1>o0 (Def, 4,3.3).

Das Polynom eines monomialen Biindels F ist also allein

durch die RSnge r :

Yoo K
m-k = %o ~ ?-7. Yi 4
von F eindeutig bestimmt: P = EL_

™ e £2CT].

der k-ten Ableitungen

i
= (FelekTa-i! T @,
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Umgekehrt bestimmt das Polynom genau die r. . -
Wir bezeichnen in diesem Falle das Schema #Ap auch mit
A 1“m ple )(j sind gleich E’joxo flir alle 3§ .

Die j-te universelle Erweiterung eines monomialen
Blindels ist o-bLooY_j——b E‘_J_ltl) =Ry =¥ 0 - Daher in—
duziert ein Isomorphismus F =5 F! monomialer Biindel fir
alle j einen Isomorphismus F‘_J—"'—’b Fly » 80 dap das Dia-

gramm

F 1)
() oveY_ , —> -J-l(
B V)

bey:, —> Fls-1f}) kommutiert, Da F_, = I
bex, ist, induziert « einen Automorphismus a &€ GL(X,)
mit aY, = LA der im Falle der monomialen Biindel wiederum
& bestimmt, und zwar durch E®"ga mit (r:""ba)(vm) =
Y'; . Dies 1Ent sich mit Hilfe des Diagramms (4#) als solches
von Kroneckermoduln leicht induktiv beweisen, Daher erhalten

wir dem Lemma 5.1 entsprechend das

Lemmas

Ta Di:mProjektlnn m von Gru.:xn} X Gru_i.:ﬂ X)) X eee X
Gg(E ®X,) auf den letzten Faktor bestimmt ein Schema
AT 1 Fm o (VT 'q')cﬁru}f- ""hxnj monomlialer Blndel mit
Polynom % e 1 oi~Tmay? * e S T . Das Vektorbiindel
zu einem Punkt ¥ € ALy e 1= ist F = pﬂ(g’""ls Xy —>
{I:'ﬂ"bxu)ﬂm) und jedes monomiale Biindel mit Polynom ’F ist
zu einem solchen isomorph,.

i
2. Auf ’{G ™ operiert a € SL(X,) durch £2%a . Die
Bahnen von sL(xo) entsprechen den Isomorphieklassen monomi-

aler Biindel mit Pelynom i + (Bezeichnungent Th, 4,7)

5.4 Bevor wir das Stabjlitdtskriterium 5.2 auf diese
Situation anwenden, wollen wir die Unterlume 2 C X, geome-
trisch deuten:

Lemma:

Sel F ein monomiales Vektorbiindel der Stute m , das durch
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Y, -aaY YV E AP s reprisentiert werde, Sel G -r»F

ein Monomorphismus in Uhad und G monomiales Bilndel der
Stufe m . Dann wird G von (Yo mn Z, Yl m EGZ,...,‘I.l
n E®Mz) reprisentiert, wobei Z = F(G(-m)) als
Unterzaum von [ (F(-m)) = X, aufgefant wird, und {1 ist
dadurch eindeutig bestimmt,

Umg'ekehrt induziert Zc X, eindeutig ein monomiales Bllndel

G und einen Monomorphismus G<F,

Beweiss

Wir bemerken zunf#chst, dag flir F und G in vﬂ'x{, die Klasse
der Monomorphismen bez, dsd, dieselbe ist wie die bez, it
Letztere sind nach 0C.4 die Garbeninjektionen (d.h, halmweisa
injektiv), und da Moduln, die pur einen Halm + o haben,
offenbar in by, 1llegen, sind nicht halmweise injektive
Homomorphismen keine Monomorphismen in (ddod, .

Offensichtiich ist K(i(m)) fir jedes me Z
ein Monomorphismus in Kron, , da [ (i(m}) wund Miim-1))
injektiv sind. Daher ist auch MK (Li(=1))) = 2 1_1 ]
G_, —> F_; ein Monomorphismus in wdod, , also in uided.
Wir beweisen dle Behauptung nun durch Indukticn nach mi
Der Anfang ist klar, da eln polynomialea Bilndel der Stufe o
ein triviales Bindel ist, Sel i1 G—=F gegeben und m:=1l ,
Nach Induktionsvoraussetzung ist G_, monomial der Stufe
m=1 und wird durch (Y A Z,¥, N E&2Z,...,Y,_; N E5" g z)
reprisentiert mit 2 « [ (G_j(-m+l)) = [ (Gl-m)) <
TF_j{(-m+1)) = M(F(-m)) = X, und 1_; 1st dadurch ein-
deutig bestimmt.

Wir haben ein kommutatives Diagramm von exakten
Sequenzen o© (08 il ¥ G_lf“ —*» 6 -o
d_ LY i
o—peY,  — F_,(1) — F — o ., Wenn wir die
entsprechenden Kkroneckermoduln betrachten,’ist es klar, daB
das Faserprzdukt von 1_1(1) mit wsfm_l —> F_, (1} trivial,
also = ¢Y®V sein mufl, Nehmen wir die Schnitte, so erhalten

= L &m=1 2
wir die Gleichung V « Y " E ®Z/(ES(Y, _ N E @ X }+WE)
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in Em@x modulo E&Y .+ « Dabel ﬂ.ind =§- - Y /7
(E®Y._ ,+W>) und v.v;tz s"“"la z+u J mit u".

m=1_—m
ween(E gy — S ") X)) und h' entaprechend, uudu:ch
v eind.eut.'.q bestimmt ist. Wenn ulr Vo= YN ™%z wShlen,
ist diese Gleichung erfilllt und daher ist G durch

REAY T £"Bz) und schlieflich i durch Z<X,
bestimmt.

Umgekehrt sei m>o und betrachten wir
(YO,YI,...,Y ) = (Y NZ,X; N BEZ,.00,Xy N £¥%2) und nehmen
wir an, die ersten m Komponenten induzierten ein BUndel
G¢_4y und elnen Monomorphismus 1 _,) 8 G,y Fi—q » Mit
Hilfe der Kroneckermaduln zeigt man, daB das Diagramm

U@‘f — [.l”

f*) v T ce-n) ()
¥ —3 G_ I;A.J kummutntiv ist tmit Bezeichnungen

entspr-chend den ob!gen}. Dabei 1ist Y o Y tatsichlich
injektiv, weil E&(Y_ , N E2"'62) = B8 1"‘ £%"wz  1ist,
also auch Gleichhelt mdulo '-n‘m gilt.

Da J eine faserweilse Injektion lst, muB es
auch J' sein, so dan der Kokern von j' ein Vektorblindel
G in ist, das die Ableitung G_; = G(,) beslitzt, Wie oben
zeigen wir, dap X(1), also auch der induzierte Homomorphis-—
mus 1 ¢ F —> G ein Monomorphismus ist. ged.

wenn wir nun Lemma 5.2 auf die in Lemma 5.3
ausgesprochene Situation, also SL{X ) statt SL(X_ 1)
und X, = r."'“"‘oxo anwenden, erhalten wir mit dem eben
Bewiesenen die folgende Aussage. Dabeil milssen wir nur be-
denken, dafl dim X_ = r und dim Y = u = dim W e

- ha-it ] o m
) ¥p_x 9ilt (Bez. 4.5). Dabef ut %

RNt
Cpok-1"Tmak ¢ 50 daf sich dim Y, = pr + """J‘
{""lr - 4 am-A E’-‘ wex -, WA m-k
— - I‘ rg*[nn )0 b .\d»k)fmk-r

ergibt'mit  m = dim recn(#*"5>5"(E)) .




Folgerungs

=
Ein monomiales Vektorblindel F in 459"' ist genau dann be-
sonders stabil (im Sinne von Bez. 5.2), wenn fiir jeden Mono-

morphismus G-»F eines monomialen Biindels G ¥ 3 in
= -ael
,Vea-to,.--l.\nq. die Formel i (ﬂ A e A k z (n a

qilt. 5, A

G.f Prodn 7
5.5 Wenn besonders stabile Bundel *.* '‘c g 4
existieren, bilden sie elne offene dichte Menge, Da die Pynkte
von 4&;G'““'n“ /SL{X,) den Isomorphieklassen besonders sta=

biler monomialer Bilndel entsprechen, ebenso wie den Bahnen
von SL{X ) auf AP 4 fe | ist die Dimension ’K;q’""#h
SL{x,) gleich dim AT _gim SL{X,) . Nach Theorem 4.7
{(beachte auch den Ausdruck fiir uy in 4.5) ist dies gleich

& vy (dinE ®ex, - uy) - e e ? (awm s (E)mx)
H=4 + L

= i..n i‘-;‘l-} Yj-i“l = Fg ¥ l = ‘{;ﬁ (rj 1 —rj) [ )

r - r- 4+ 1 , wie oben berechnet. Schlieflich erglbt sicha

=1 o
Lemma:
Die Dimension des Modulischemas filr besonders stabile mono-
miale Vektorbindel in *{q"'ﬁ'lst

Ao S 2+ L n-4+d).
= Ti=l f:;,(nz Fiwi = Fm _o( n-.a)"m-x’lv
falls es existiert, (m>o0)

S.6 Wenn wir das StabilitBtskriterium, Folgerung
5.4, fUur P, , 8lso n = 2 hinschreiben, lautet die Formal

AT w—d
2—_‘ (m- k) s, 2 (m-&b
- T

(*) Mz n

Sy 2

Im Falle der Stufe 4 ergibt sich -%1 > ;é » Die univer=

selle Erwelterung eines monomialen Bindels der Stufe 1 {ist
°© — pey, (1) ® X, —* F — o , woraus wir CI(F) -
dim X, = r, erschlieden, wenn CI(F) den Grad von F be-
zeichnet (Bem, 4.2), der mit der crsten Chernklasse € I

ibereinstimmt. Die Ungleichung wandelt sich nun in die be-
(6 )  CF)

kannte Form (% &) (PR, e =
r(é}" r(F}mit Rang F r(F) und
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entsprechend filr G ,allerdings genligen nur monomiale Un—

terbUndel G der Stufe 1 von F .

Berechnen wir jetzt die erste und zwcite Chern—

klasse c.(F) und c,(F) elnes Vektorbiindels in ALz,
e 1 2 °
Wir wissen, dan sie alle polynomial sindt

Lemma 1
sei F eln Vektorbindel auf P, in Vi, der Stufe m .

= A T
Dann_1st ist =51 (F) = -:'j!-_,_ £y und CE{F, - % —L-i“—)

L En
5':'__ (r;- ‘J? £y wobel r, = Rang F_,., Aist.

Beweis:

Set o —> @@®Y —F_;(1) — F 2082 —» o seine univer-
selle Erweiterung. Wegen der Additivitlit der totalen Chern=
klasse und well sie auf ©° gleich 1 ist, gilt cy(F) =
e, (F_ (1)) . Nach [Hirzebruch,I,4,Th.4.4.3,111] gilt daher
CotF) = c,(F_y) + (r3=1)c (F y) + Qﬁi":ﬂ), wenn wir mit
r_y den Rang von F_, bezelchnen. Wegen der Additlvitit
der ersten Chernklasse gilt auch ¢;(F) = ¢;(F_;(1)) =
¢, (F_;) + r_,, woraus wir per Induktion mit den fiblichen

Bezeichnungen auf die angegebenen Formeln schlieBen. ged.,
Folgerung:

i loe
1, Ein monomiales Vektorblindel F 1in ’zc” auf ®#, ist

besonders stabil, wenn fiir jeden Monomorphismus G->F elnes
monomjalen Biindels G 3’ F in /Y"'s" e

:S_‘__(r.+r) ?;(drs)

LWy Ll -1

die Ungleichung

e %o gilt.
Dabel ist c; der Grad der (m-i)~ten Ableitung von F ,

entsprechend d, fir G . (5.6)

2. Monomiale Bindel F der Stufe 1 bzw, 2 sind besonders

stabil,wenn fir jeden Monomorphismus G F die Unglei-

chungen (1) 94 < €+ bzw, (11) U8 2 &3 ung S22
&4 o Sa fa — &; < F

gelten, {G = monomiales Blndel der Stufe 1 bzw. 2) £

Bewels: )

== :":A L mA

Wir ersetzen = Iy bzw, —. 5k in obiger Formel

durch ¢; und d; (Lemma 5,6), Dann ist die Aussage 4
genau Folgerung 5,4 fir n = 2 , Aussage 2 fir Biindel der
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Stufe 1 haben wir eben nachgewiesen., Piir Stufe 2 milzzen

a Sq4+3
wir die Ungleichung Cat g ;or" frge _Lﬂz.%z_d_.}-

aus den vorausgesetzten Unglelchungen herleiten, Es ist

clnro,dl-d:o.cz-roq-rl um;li d, =8, + 8 , 80
daB wir aus < & auf Si schiiefen. Schitzen
wir abs c+32—¢rrnr c.“al? & . 5
_A,_H_L_A..Ll—u:do%*.&-&:_“._(: <
A+a-i+ *H: ‘4-*116:4.-+-¢;. _ ged.
Nach [Hatayuma,atable vbe,Th.4.10] existiert
ein Modulischema filr "stabile™ Vektorbindel F vom Rang 2
auf &5 , in dem Sinne, dag F “"stabil" ist genau dann,
wenn (xx) %‘.TS) %.% £Ur alle echtan Monomor-
phismen efnes beliebigen (1) BUndels G—>F . Wir sehen dar=
aus, dap (wenigstens der Form nach) die Bindel der Stufe 1
in diesem Sinne "stabll®" sind. Dagegen ist ein "gtabiles”
Blindel der Stufe 2 erst dann notwendig besonders stabil,
wenn avch seine erste Ableitung "stabil" ist (obige Folge—
rung, Punkt 2). In h&heren Stufen sind die beiden Stabili-
titsbegriffe kaum vergleichbar, wie auch eine Berechnung

der Dimension der Modulischemata zeigt, falls sie existierens
Nach mma 5,5 ist die Dimension flir n = 2

glefch d, Ty Jﬁ r, - < s .1:j + 1.
Nach (Barth, stable vb.) ist die Dimension der Marayuma-
schan "stabilen" Vektorblindel vom Rang 2 auf P, mit
erster Chernklasse c; = © und zweiter Chernklasse c,
1 gleich 4:2-3.
Da die monomialen Blindel F vom Rang 2 nicht

auf € = ° normiert sind, tensorieren wir sie mit (ﬂ(-g—-)
Dann tst o (F- S ) L cor) - Sl€c (p) o (CH‘F’)
und wenn wir die Formein von Lemma 5.6 hiar einsetzen, er-
halten wir fllr die Dimension des Marayumaschen Modullsche=
mas mit unseren Zelc en D, = lczlri = CI(F) -3 = 2 ?: i
ey s AR 1= R i e

n 2 =4, £y ™ s+ Bo ergibt sich f'i_';-
{r,=2) - — Fy also Null fiir me= 1 oder m = 2 oder

bei r1-2 filr 122 , positiv flir mz3 und r,>2

i
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fir ein 1>2 , {(Wir setzen r,> 2 wvoraus, elne Bedingung
daflir, daf die Blndel in A”%.--sT picht in Geradenbilndel

zerfallen,) (4.7)

pDiese Uberlegungen filhren zu elner Strukturaus=
sage flir Bindal vom Rang 2 und der projektiven Ebene:

satzs

1. Das (existlerende, {rreduzible) Modulischema fllr Iso-
morphie von Vektorbindeln vom Rang 2 auf P, mit Endo~-
morphismen = k , erster Chernklasse = o und zwelter Chern-
klasse von der Form cz(t,s) = f_-eré ( -':-;:—3 ~1) - r

fiir r+8 = o mod 2 "besteht" im Falle r = o und

:1; 2 generisch sus den Isomorphieklassen von Vektorblindeln
Fl- a}_-:, wo F monomiales Biindel der Stufe 1 mit
erster Ableltung (ﬂa ist; im Falle rzs>2 aus den
Tsomorphieklassen von Vektorbindeln F(- T$2 ), wo F
monomlales Biindel der Stufe 2 in 4%”1ﬁ1 ist, dessen
erste Ableitung F_; "stabil" ist, d.,h. Eigenschaft ()}

besitzt (s.o0,)}, wenn iberhaupt so ein Biindel existiert,

2. Das (existierende, irreduzible) Modulischema der Biindel

auf P2 vom Rang 2 mit Endomorphismen = k, vom Grad =

¢ und zweiter Chernklasse Z 1, die nicht von der Form

cz(r,s) mit obigen Bedingungen an r und s ist, "be=

steht™ generisch aus Isomorphieklassen von nichtmonomialen
Vektorbiindeln,

Eewelis:

Zur Existenz und Irreduzibilttlit siehe [Marayuma,stable vb.,
th,4,10] und [ Barth,modull of vb.J . Nach (Maray.,stable vb,,
Appendix] ist "Stabilitdt" im Sinne von (%) fdr Bindel F
vom Rang 2 &quivalent 2u End F « k und nach Folgerung
S.6.2 glit in den FHllen der Stufe 1 oder 2 , daf die
Bilndel auch besonders stabil sind (im zweiten Fall, wenn

auch die Ableitung "stanil"™ ist), Daher existiert unter den
im Satz gemachten Voraussetzungen ein Modulischema fiir be-

sonders stablle Blindel, und wie wir gesehen haben, stimmt
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seine Dimension mit der Dimension des Maragumaschen Schemas
£f0r auf € = © normierte Biindel mit €y = cyl(r,s) Uber-
ein. Daher und wegen der Irreduzibilitit beider (Th, 4.6)
gilt Aussage 1.

Sonst ist das Modulischema flir besonders sta-
bile monomiale Bilndel F von echt kleinerer Dimension als
das flr auf €) » © normierte Bindel mit End F = k ,
wenn sie nicht Verachiebungen F(i) von Biindeln der Stufe
1l oder 2 sind, was beim Normieren ja keine Rolle spielt.
Daher miissen die Punkte des Marayumaschen Schemas generisch
aus den‘Isomorphieklassen nichtmonomialer normierter Vektor=
blndel best&hen, Qed.

Die"H¥lfte"der Zahlen €, hat nicht die Form
cz(r,a) » €3 kommen alsoc belde Aussagen vor. Dies zeigt
auch, daf die hier verwendeten Schemata von Vektorbiindeln
und der Stabilitlitsbegriff sich stark vom Ublichen unter~
scheiden, Tatsichlich wird der Marayumasche von einer Kate—
gorie von Bindeln F entwickelt, denen der Kroneckermodul
E@nt(F(-2)) —> ul(F(-1)) zugeordnet wird. (Barth,moduli
of vb.).

5.7 Die Darstellung eines Vektorbiindels in 4%, als
Kroneckermodul macht, jedenfalls generiach, eine explizite
Konstruktion des Modulschemas in glinstigen F¥llen mSglich,
d.h. die Angabe einer "Normalform" des Kreneckermoduls, die
von "quasiprojektiven” Parametern abhlingt. Dabei spielen

die Bindel der Stufe 1 eine hervorragende Rolle; Ist fiir
8ie ein solches "Normalformenmodulsacheman konstruiert,
lassen aich daraus die Normalformen fur Blindel hdherer Stufe
mit vorletzter Ableitung in lelcht angeben und zwar mit
Hillfe folgenden Lemmas:

Lemma:

Sei eo,....en eine Basis von E, F ein polynom, Vektor-
bindel und X = X(F) der Schnittmodul von F . Sehen wir




> 09 =

die durch e gegebenen Injektionen x_ﬂ_l —> X_q ais
Inklusion an, dann gibt es Komplemente x_q 2u )(_qc:’_)(_q“l
o, als Abbildungen
x—l —_ xo beziiglich der dadurch bestimmten Zerlegung
vyon X_, und xo folgende Gestalt haben:

derart, daf die Matrizen von € 100048

hier im Bild: i | '[: b._ = |3F
Stufe 4 e, [l e, &y € |zinid
Ll ty BB ET
oA - m |

In den nicht beschrifteten Késtchen stehen Nullen, Sterne
bedeuten irgendetwas und 1q und j: sind Injektionen,
Wenn man die erste Zeile und Spalte streicht, erhdilt man
die entsprechenden Matrizen flir das abgeleitete Bilndel und
so fortfahrend die des m—ten abgeleiteten Bilndels. Die
n-tupel (1_,3§) definieren einen Kroneckermodul E/E,®

X Ge1 > %q

X modulo E, = ke, isomorph ist,

Be:eisx

Wir machen Induktionen nach der Stufe von F . Nehmen wir
also an, der Kromneckermodul E@X_, — X_; von F_; habe
die beschriebenen Eigenschaften, und wihlen wir eine solche
Zerlegung von X_,. Da X(F) = E®X_, — X, torsionsfrei
ist, kdnnen wir e, : X_; —> X, als Inklusion ansehen., W¥h-
len wir ein Komplement X3 2v X_; 1in X, s+ 50 haben die
Matrizen von e, bzw. e fir p> o die Form

s der zur Einachriinkung von E@J(__q_l —=

B

r bt"‘- : a K-‘

ul Fl* X
- o
] @in] x } X
s X 2

da die e ' offenbar durch X faktorisieren.

PIX_; =1

Nach Satz 3.5 ist der Kroneckermodul des auf
P(E/Eo) eingeschrdnkten Biindels offensichtlich isomorph
P =
zu dem durch die Abhlldungen 10 und jo fir p>1 ge-
gebenen Kroneckermodul iiber E/E° - Daher sind diese Ab-

bildungen alle injektiv, weswegen wir insbesondere das Kom-—
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plement X_, auch so whhlen knnen, dad in der zu e,
gehBrigen Mstrix die Elemente @ verschwinden. Mit der
Induktionsvoraussetzung ergibt sich die Behauptung des
Lemmas, ged,

Das Lemma besagt, daB der Kroneckermodul eines
Bilndels der Stufe 1 zu einem Kroneckermodul E@®X !-)
Xonox isomorph ist, wo die Multiplikstion mit e, durch
die Matrix ( ) s die von e, durch (-.d) und von e,
durch (é gageben ist, wbel I und J =zusammen eine
Injektion bilden. Der Normalisator eines Kroneckermoduls
dieser Form hat die Gestalt(r g 1,) auf X, = XDXDX ,

d.,h. b operiert auf X , und dabei sind a & GL(X) ’

b€ GL(X) und Y,58EHom(X,X). Die Restriktion auf die
projektive Gerade @{E/Ke ) ist nach 1,5 zu einer direk-
ten Summe von Geradenblindeln isomorph, und wir wollen die
Blindel der Stufe 1 betrachten, die auf dieser Grade homo-
gen zerfallen:

Bezeichnung: 4"""‘ c Ao e Grp . (E®X) 3ei die
Menge der Vektorb!.lndel deren Elnschr!nkunng auf P(E/ke,)
zu O(a)% isomorph ist, d>»1 geeignet.

Im allgemeinen ist /V"";» %4 leer, da der Grad
Cmr, = drl sein muB, d,h, d teilt Fg » und dl
ist durch r, und r, festgelegt. Wenn d " 1 1ist, gilt
Fy = Ty und die Vektorbiindel sind zu e laomarph,
Daher setzen wir d>»1 voraus, 4&"’::‘ ist effen in
AP %1% | denn betrachten wir die Paare (F,g) , wo g
die Einschrlinkung F|p(gs,) normalisfert, dann bilden sie
ein Unterachema mit Faser Aut(Flp(gg,)) Uber F . Die Menge
der F , wo dim Aut{Fipen)) minimal ist, ist offen und
sie besteht gerade aus den homogen zerfallenden Bilndeln.

(EO ak -Qo)




(3¢)

pll
»
Fir ‘PEG/G wollen wir nun generisch einen

Quotlenten angeben. Die Normalform des Kroneckermoduls eines

Biindels in /Vﬁ'r" haben wir oben aufgestellt, Wenn das
Biindel in Al (i a liegt, mun die durch die Matrizen

(‘%) ; ( 3) I E/E@X — X @ X qegebene Restrik-
tion des Kroneckermoduls zu XK(O(d}) isomorph sein mit
Hiwed)) s K —> kM e, ¥ Bljektion auf die ersten d,
e, % Bljektion auf die letzten d Faktoren van x9+1
{vgl, 2.3}. Legen wir in X und X eine geeignete Basis
fest, so 1K@t sich offenbar durch Wahl von a, (D=5 27
jeder Kroneckermodul eines Vektorbiindels in ,qr,,r, auf 2
oben transformieren, wobel dann aber J eine Blockmatrix
aus —E— - ry (dxd)-Matrizen ist, die bis auf die Dia-
gonalblécke verschwinden, welche alle nilpotente Jordan-
matrizen sind. I ist eine {r;x ro) ~Matrix, Summe
von K d —-Matrizen, deren i-te eine 1 in der i-ten
Zeile der ersten Spalte besitzt und sonst nur Nullen., Und
schlieflich sind die Spaiten von K mit Nummern = 1 mod
d Null,
I und J lassen sich durch Isomorphismen der eingeschrink-
ten Kroneckermoduln, X durch die durch & bestimmte
additive Gruppe auf diese Form bringen.
Der Normalisator dieser Matrizen ist 2zu Aut(F =GL_(k)
isomorph und zwar durch GLr(k) — Aut(Eax(‘:(-)E%)OXDFX )

e (3 £
s 0k

wobei b eine Blockmatrix ist, die aus (dx d)-Skalarma-
trizen mit Skalar a” als Block der i-ten Horizontale
und j-ten Vertikale zusammengesetzt ist, ist eindeu-
tig bestimmt durch 4-T+bK = K'b, wobel K' eine zweite
Matrix mit Nullspalten der Nummer 8 1 mod d ist, Da f‘l’&r‘i"‘-‘
offen In Gr(E®X) ist, sind es auch die tr)x rl)—Matrizen
mit d Nullspalten, die iiber die beschriebene Konstruktion
Vektorbiindel induzieren, in der Menge aller "d-Nullspalten -
matricen”. Wiilen wir cine dxd-Unlermatrix @ von K
(wir nennen sie Gittermatrix), deren Elemente ﬁ% jewelils

im (ij)-ten Kastchen von K , aber nicht in den "desig-
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nierten™ Nullspalten liegen, z.B. in den rechten oberen
Ecken {Veranschaulichung: Bild 1), dann ist die Menge der
Matrizen K , deren Gittermatrizen paarweise verschiedene
Eigenwerte haben, offen und nicht leer, schneidet alao die
Menge der Matrizen K , die Bindel induzieren, in einer
of fenen und nicht leeren Menge,
Lassen wir Glr‘(k) operieren, dann kdnnen wir die Gitter=
matrix jeweils auf Dlagonalgestalt transformieren, und im
Normalisator dieser Form sind die Diagonalmatrizen D von
Gchk) enthalten, Betrachten wir nun den affinen Raum der
Matrizen K mit Nullspalten der Nummern =1 mod d und dia-
gonaler Gittermatrix, auf dem D operlert. Wihlen wir eine
offene Menge z.B, durch die Forderung, daf alle Zahlen di-
rekt unter den Nebendiagonalelementen der Gilttermatrix nicht
Null seien (durch x in Bild 1 angedeutet}, dann haben
wir wiederum eine offene invariante Menge in den Vektorblin=
del induzierenden Matrizen K festgelegt, die nicht leer
ist, wenn /t'ir"'r“ es nicht ist,

Bild 1

Die so (durch x 1in Bild 1) bestimmten Elemente machen wir
durch Operatlon von D alle zu 1 und die Stellung dia-
ser Elemente hat zur Folge, daf dle Vertauschungsmatrizen
der Weylgruppe von GL:fk) ; die ja als semidirektes Pro-
dukt mit D den Normallsator der Diagonalmatrizen mit ver-
schiedenen Eigenwerten bilden, die Form der so normierten
Matrizen i.a. nicht invariant lassen. Das kinnen wir z.B.
erreicnhen, indem wir nur die offene Menge dieser Matrizen
betrachten, wo die Zahl unter jedem Gittermatrixelement
aufier dan angekreuzten unter der Nebendiagonale ¢ 1 ist,
Der Normalisator des gesamten Kroneckerroduls bzw. der der
ihn reprasentierenden Matrix K in der beschriebenen Nor-

malform in GLr(k) ist dann Gm y und wir haben gezeigt:
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Lemma: P
Falls vektorbiindel der Stufe 1 in V§*vom Rang r
existieren, deren Einschrénkung auf dle projektive Gerade
P(kalktl,g,o)) Zu wia)*© isomorph ist (d> 1), dann
klassifiziert elne otfene nicht leere Menge ii fe, 13

in dem affinen Raum folgender Matrizen die Vektorblindel
der Stufe 1 4in A% vom Rang r und Grad r1d generisch

beziiglich Isomorphie:
(rdx rd)-Matrizen K , deren Spalten mit Nummer =1 med d

Null sind, deren (dxd)-Untermatrix, gebildet aus den
Schnittstellen der Spalten mit Nummer = o mod d und Zal-
len =1 mod d , diagonal ist mit paarweise verschiedenen
Eigenwerten (vgl. Bild 1) und deren Elemente direkt unter-
halb der Nebendiagonale der eben beschriebenen Untermatrix
1 sind (in Blld 1 gekreuzt). Den Kroneckermodul des durch
K definierten Biindels konstrulert man folgendermafen:

Sel X: = xF9 und X1 e k¥, dann definiere in x3@ X —>
X®X®X die Multiplikation mit (1,0,0) durch die Inklusion
¥yon X auf den letzten, die mit (o,1,0) durch die Inklu=-

sion auf den mittleren Summanden und die Multiplikation
mit (0,0,1) durch die Matrix (i) . zusammengesetzt aus
e

K und den oben neben (% ) beschriebenen Matrizen I und
J . Die durch '\«"&I"-’Ir‘ induzierten Vektorbiindel haben End-
morphismenring = k . (r, = rd)

Um auch Blindel der Stufe > 1 =zu erfassen,
machen wir die
Definitions
Ein monomiales Vektorbiindel der Stufe m auf P, heipt
uniform in Stufe 1 beziiglich der Gerade g , wenndie Ein=~

schrinkung seiner (m-l)-ten Ableitung auf g zu einer
Potenz von (#(d)} fiir geeignetes d {somorph ist.

Satz:

—
el | . -
Fassen wir -ﬂdgf‘ in obivem Lemma als Unterschema von

Gr;_rq(E:QX) auf, indwr wir eine Basis e, e‘.}', e, von E

wihlen, so dan e, dur vektor (1,0,0) in «k entspricht

und indem wir K ¢ N&q'a den hern des im Lemma definierten
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-
Kroneckermoduls zuordnen. Dann ist _45%,& als Unterschema
vop A Fer ke generisch ein Fundamentalbereich beziiglich

der Isomorphie von beziiglich einer Grade uniformen Vektor-
bindeln der Stufe 1 , und das Urbild von A% ™™ in

AP ©oiafm ynter der Projektion AFTwwle_g 47GJ%Th.2.4)
ist geperisch ein Fundamentalbereich beziiglich Isomorphie
der monomizlen Vektorbiindel der Stufe wm auf P, mit Rang-
invarjanten r_,...,r, die univorm in Stufe 1 bezliglich

o m
einer Gradenin Pz sind.

Bewels:

Wenn ein Vektorblindel in A°™™ uniform in Stufe 1 bezilg-
lich der Gerade g 1ist, so zelgt obige Diskussion, dap

ds= {é- ist und die Menge der Blindel, deren (m-1) =-te Ab~
leitun;, auf eine feste Gerade g elngeschridnkt, zu G&ﬂq
isomorph ist, als das Urbild von 4ﬁhq (bez, gq) unter
AT afm 5 AY®1a offen und nicht leer ist. Wlhlen

wir also eine Basis L el.= e, von E, sodat g =
P(E/keo) diese Eigenschaften hatl

wenn zwei Bindel in A™™ ™™ jsomorph eind, dann auch ihre
{m=1)-ten Ableitungen, so dan Biindel iber verschiedenen
Punkten von Ei‘l“ nicht isomorph sind, und ein Isomorphis-
mus von Bilndeln ilber demselben Punkt F induziert elnen
Automorphismue von F , der nach dem Lemma ein Skalar ist.
Daher sind die (m=2)-ten Ableltungen Kokern derselben In-
jektion YaY —» F filr geeignetes Y , also gleich mit
Endomorphismenring = k, und so fortfahrend schlieflen wir auf
die Glelchheit der beiden isomorphen Vektorbilndel Uber P .

Die Wahl der Gerade, auf die eingeschri¥nkt wird,
und bei ‘der Klassifikation die Wahl der Gittermatrix und
der "Nebendlagonalelemente” sind weitgehend willkirliah. Bail
der Variation dieser Daten 180t sich aber nicht das Moduli-
schema fir monomiale, in Stufe 1 uniforme Vektorbiindel
durch Verkleben konstruieren, wie das Beispiel d « r = 2
auf PZ zelgt.
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Anhangt
Einlge Schritte hin zur Klassifjikation der Endomorphismen

von projektiven R¥umen

Im Folgenden konstruleren wir einen geometrischen Quotien=
ten flir die Operation von (a,b) € Aut P(E) X Aut P(E)

auf f € EndP(E) durch £ +> acfob™l | wobel f ein
{algebraischer) Endomorphismus von P(E) vom Grad de N
ist.

Bekanntiich [Groth.,, EGA II, 4.2.3] 14pt sich

jeder Morphismus f: P(E) —> P(E) durch eine Surjektion

0ve B' — . kennzeichnen, wenn £ ein Geradenbilndel
auf @(E) ist. pa 4L ¥ (o (d} ist fir genau ein dEN,
dem "Grad", 1lat sich ein Endomorphismus von Grad d durch
genau eine Surjektion W®E —> ¢ (d) modulo Aut , O(d)
- Gm {(multiplikative Gruppe) charakterisiere;. Da diese
Sur jektionen in Hom( U@ E, (# (d}) = Hom(E,5 (E)) =
Sd(E)n+l gerade den (n+l)-tupeln von Polynomen ohne ge-
meinsame Nullstelle entsprechen, ist Sur(®G8E, ©(d)) offe-
nes Unterschema dea affinen Raumes Hom(E,Sd(EJ), sogar
apezielle offene Menge, nlmlich die aufierhalb des Null-
stellengebildes der {homogenen) Resultante R ( v.d.
Waerden, Algebra II, § 121] .,

Daher ist EnddP(E) spezielle offene Menge eines
projektiven Raumes, und oblge Operation ist natlirlich al=-
gebraisch, Auberdem ist die Operation von ac<€Aut P(E) =
PGL(E) (1) auf dem Wertebereich von f€End ,P(E) mit der
von DbeéAut P(E} auf dem Definitionsbereich vertauschbar,
so dafi man die Operationen getrennt als von links und vaon
rechts ansehen kann, d.h. Aut P{E) X Aut P(E)‘\\EnddP(E) -
Aut P(E) \ End P(E) / Aut P(E).

Wir behandeln hier den Fall der Operation auf
dem Werteberelich, wihrend der auf dem Definitionsbereich
sich als die klassische Operation von SL(E} auf S™(E)
herausstellt,
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Lemma H
Der etrische tient PGL(E) ™\ End,P(E) existiert
und ist eine offene Teilmenge einer Grafmannmannigfaltigkelit
d
End S(E} — PGL(E)
Gro,j g DAL N = dim ST(E) und Wi EndP(E) AN

End P(E) 1ist ein Hauptfaserbiindel im étalen Sinn.

Beweiss

Zunlchst bemerken wir, daB Sur(Peg, 0(d)) kanon.lsch in
InjiE, s9 (E)), den linearen Injektionen von Hom(E,S deey)
enthalten ist und also auch darin die durch dia Rasultante R
definjerte spezielle offene Menge darstellt. Da GL(E} X
GL(SS(E)) transitiv auf Inj(E,S°(E)) operiert, sind die
Injektionen Bshn aines Elementes f in Sur(W®E, ©(d4})) ,
so daB Bnd P(E)/PGL(E) w Sur '(QOE, (D(d))IGLu(I)OI:) -
Inj(E,S (E)) /GL(E) S ((G1(E) X GL(S (E)) o f)R/GL(B) ist.
Es ist klar, cum die Gerade Xx-R (R explizit in (Lang,
Algebra, S. 135] fur dim E = 2) inpvariant unt-r GL(E) 1ist,
80 r.lan achlieBlich EnddP(E)/PGI..(E) - (GL(S (E)-f)p =

(GL(S {E) )IStab(f)) und nach der Standardtheorie flir halb-
ainfache Gruppen ﬂlr gealignetes f &tale homorph ist su
einer offenen Menge einer Grafmannmannigfaltigkeit Grm_l’“.

Damit haben wir die Existen:z des Quotienten bea-
wiesen, er ist aber sogar auf natfirliche Weise beschreibbar,
Die Idee hierzu liefert das Lemma 1.5, wonach die asinen
Morphismus won Grad d baschreibende Surjektion (P@E —
£{d) kanonisch l&einer Brweitorung E(f) )

0 30 (~(n+1)IBA EaP(-nd)@AE = ... -30(=2d)10AE +@(~d)OE —+P 0
gemacht werden kann, nachdem sie mit (J(-d) tensoriert
wurds,

Die entsprechende Abbildung £: Sur( ®®E,(O(d))
Ext"(¢,A"}( 0(-d)® E)) bezeichnen wir such mit €, eben—
80 wie wir dasselbe Zeichen f fir f End P(E) und einem
dazugeh&rlqcn .f1 V8E —>» w(d) verwenden, Ext"(w, N+1(@(—dﬁ))
« H"( AM™1(0(-dE)) ist nach Standardtheorie ein affiner
Raum (vgl, z.B. Satz 3.3) und & als funktorielle Abbil-
dung ein algebraischer Morphismus. Modulo éu erhalten
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wir einen Morphismus P(E}: BnddP(E)-‘a P(Extn(w, AP+1

((-a)BE))) . Dal £(f) niemals o seln kann, liegt
daran, dan (@(-d) kelne nichttrivialen Schnitte hat,

HauEtsatz:
o(¢): End P(E) —3 PExt™®, A" (0(-a)BE)})  induziert

einen geometbtrischen fuotienten filr die Operation von PGL(E)
auf End P(E) von links, wenn char k > (n+l){a-1) ist,

Bewelst
Der Satz ist richtig, wenn wir zelgeni

1, £ ist konstant auf den Bahnen von GL(E) (als algebr,

Morphismus) modulo Gm'
2. Efl(&(f)) enthdlt hdchatens eine GL(E)=-Bahn,
3, der Abschluff von Bild€ ist normal,

Dann nBmlich ist P(£) nach (Mumford, GIT, pProp. 0.2] ein
geometrischer Quotient auf das Unterschema Bild E /Gy -

Beweis von Behauptung l:
Seien f und g zwei durch a in GL(E)(A) konjuglerte

Surjektionen. Dann ist das Diagramm UJ(-d)BE -d}
.Lmr—d)aa?g"

kommutativ und es 140t sich offen- O(-d)8E 4T
bar fortsetzen zu einem Morphismus zwischen Erwelterungen

0 0 00K E > Gead)ORE - 0 21)8 RE — OHLOE 3 B>
Jr ideA™a el - L;‘[‘Ala {dea |
0 < O(-tretd) 8/ — 0-nd)ONE ... o2 )@ NE - vi-le %QJ”'”

w

Das bedeutet, dan die dﬁrch g bestimmte Erweiterungsklasse
das fe'la-V1e1fache der durch f definlierten Klasse ist,
wobe § /\m'lae G _(A) ist. Das heift aber dan £(f) = g (g}
gilt (im funkterielien Sinne}.

Bewels von Behauptung 2:

wenn E(f) « € (g) ist, sind also die Erwelterungen von
f(-d): O{(~d)@E U und yl-d}: @(-dIGE — @
dquivalent., Das bedeulet ia,, dafh sle durch eine Kette von

Homomorphismen zwischen Erweiterunaen verbunden sind. Wir




= 78 =

kénnen aber einen Homomorphismus direkt zwischen lhnen
konstruieren (module G ).

Dazu erginzen wir das Diagramm w(-d)lal-: durch den
gestrichelten Pfeil, was zum © (-dYaEFG
Nachwels von Beh., 2 gentigt.

Er existiert, wenn in der exakten Sequenz

Hom{(9( ~d YBE ,0(-A)BE) —3 Hom(O(-d)BE, W) —> Ext’ (W(-d)OE
W > fld)ek = Hom (br-2ieE, fi-0lh) (Cer £(-1)

ein f(-d)eh = g{-d) ist, d.h. wenn das Bild von g(~d),
das Faserprodukt von (%) o — ker f(-d) — O (-d)®E

@—o0 mit g(-d), Hgquivalent Null ist. Das zeigen
wir wie folgt:
Aufgrund der Funktorialltdit der Erweiterungagruppen und
der Kohomologie von AM(O(-d¥E) = O(~kd) ® A (1.5)
ist
Extl (@, ker £(-d)) ———> Ext™@, A*Yo-a)eE)

{ Bt (g}, ker £1d) { Ext™(gid) A (Oi-d)aEY)
Ext! (@(-d)8E, ker f(-d)) = Ext"@(~dwe, AL*10i(-d1®E)
ein kommutatives Diagramm mit horizontalen Injektionen,
Gehen wir aus von der Klasse der Erweiterung (). Deren
Bild ist in Ext™0, A" (0(-d)® E)) gerade E£(f), nach
Vorauasetzung = E{(g). Das Bild von E(g) wunter Extn(q(-d),

/\n+1(w(-d) E)), das ist das Faserprodukt von E(g) mit

g{=d), ist Null. Daher §ist auch das Faserprodukt von (&)
mit g{—=d) Null und also das gewlinschte h: @(-d) E —>
© (-¢)BE existent. ‘

Es ist klar, das h = P(-d)@ a ist flr ein
a € GL(E), so dal f und g In derselben Bahn von
GL(E} 1liegen. Auflerdem kann man h zwischen £{(g) und
£{(f) fortsetzen, Diese Fortsetzung deflniert einen Homo-
morphismus bils auf den Faktor /\Mla. Diese Argumente sind

offenbar auch filr beliebige Skalarerweiterunyen giiltig.
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Beweis der Behauptung 3;

1, Schritt:

Wir ersetzen den Wertebereich Extn((P Am'l(b( d)@ E) von g
mit Hilfe des Dualltﬁtsisom?'z;?hjismus durch den v ‘rtrautcren
affinen Raum Hom( A™.@§ E), A®) . [ Pas
Mit Satz 3.3, angewandt auf F = w((ml)(d-l)l echalten wirc
folgende Aussage;

Sel m e (n+1)(d-1}. Zu jeder Surjektion f1 U@ E —» v(4)
gibt es genau ein A¢ s™(g)* s S0 dan die Erweiterung E£(f)
® O(m) zu der Fasersumme ( A'Q @ A 1LE ven AR @A
mit der Erweiterung & &quivalent ist, die man durch Tenso-
rieren der universellen Aufldsung von F(n) nit W(=n)
erh¥lt.

Mit derselben Technik wie im Beweis der Behaup—
tung 2 kbnnen wir zeigen, daf es sogar einen Homomorphismus
von { AR e by € in E£(f)(m) gibt: Wir setzen die Iden-
tit¥t im folgenden Diagramm D (£, A) zu A4 nach links
fort, Ay zu A, usw. Dann muﬁ A(,“,- A"eeA  fur
genau ein A in S™(E)™ sein und A"_Q.'A)‘ € BEguivalent
zu (ECEI)(m)

£- MmmS'tEJ—»ﬁ"maHm"&H...—mmmws' ") > GBS (E) - i) 2

' I '
e T L) N W R
E(fhu)= 0 o - -Gl @ A'E -, o .m..-m.;...u)mt _-.q.d.t.,g..g “Sinj-r0
fthim)

Die Fortsetzbarkeit 18nt sich leleht durch Berechnung von
Erweliterungsgruppen mit Hilfe von Lemma 3.3 beweisen, Wir
haben dann gezeigt:

Lemma 1:

& : Sur(ee, @¥id)) Ext" (@, AW-d)®E) ist xanonisch
=3 _fAnonisch
9leich dem Maorphismus Sur@&E,0(d)) —» sS™E™ (m o {n+1)(a8-1)),
f — 2
Dabei ist A eindeutiq dadurch bestimmt, dan es genau ein
Diauramm der rorm Deg 4, A) gibt, worei £ die mit D(-n)

tensorierte universelle Aufldsung von  ¢(m+n) 4st,
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2, Schritt:
Wir charakterisieren jetzt das Bild A von f nur mittels
f . Die Abbildung A ist wegen der Eindeutigkeltsaussage
schon durch das linke Viereck des Diagramms D(f,2) , das
wir unter Benutzung von A2 = (@(=(n+l)) @/\'NIE und
AME® @ANE 2% E* als

AL ® s™e) -2 A j-nes™e)

{ Avzen IM

NL ey ASLOBQISE

schreiben kbnnen, bis auf einen Faktor eindeutig bestimmt,
Um eine Bedingung an A  unabhdngig von M formulieren zu
kBnnen, wendan wir auf € den Funktor Homl ,A"_Q_e W(d)® E)
an und erhalten mit Hilfe von Lemma 1.7 die exakte Sequenz
Hom({ A* 20 Jt)o ™ E), LB OUNBE®) — fiowm (AL 0 S"E), AP DEY)
A H‘uos)

— Ext*(Bid @, AQe otd)eEY
Alsoc gibt es zu einem Paar (f,A) ein p , das obiges Dia-
gramm kommutativ erglinzt, genau dann wenn das Bild von
( ARBf(-d)*)e( ATQ0A) in Ext! (B11d0 , ARBWAIGE)
< Ext™O(m), A"Q® O(d)®E®) verschwindet,

Die kanonische Inklusion kommt durch Verlinge=
rung der l-Erweiterung mit Hilfe des "Restes von € * gu=
stande, d.h, das Bild in Ext"( (m), A'R® P(A)IGE™) = Ext"
(O(m—a), ATQ2)8 E* ist Ext"(@O(m), A'RSF(-aI")I(ANE) =
Ext™(@(m)ef (=d), A2 ) (A,€) (Bezeichnungen von Satz 3.3),
Hierbel fassen wir die Anwendung von f(-d)€& Hom(D(—d)OE,0) =
sdEre” als "komponentenweise Hufere” Multiplikation der
Komponenten von A, € € Ext"®, E" bezlglich einer Basis
von E* mit den- entsprechenden Komponenten von f(-d) e
S(E)®, E* auf,

Tatslchlich ist Ext":lﬁ_ ;!:'LN Ext”(lﬂm), Ah)
ein gradulerter Modul iiber S(E) , wobei ein Element £ in
SYUE) = Hom(BRd)) = Hom((m) ,@med))  durch ext™f, AMQ) -
Extteim), ATQ® £*) Ehnlich der Multiplikation des k-Moduls

Ext"(0(m), AL ) operiert. Um den Formalien geniige zu tun,
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muB man die gradulerten Komponenten von #xt" negativ nume-
rieren, da Multiplikation mit f sonst graderniedrligend
wirkte. (Hier werden auch die kanonischen (funktoriellen}
Isomorphismen Extn(!“a L',G) = Ext"(F,(,U-C) frei verwen-=
det (£ = invertierbarer f(E)=Modul).) Dle Serre-Isomor—
phismen lassen sich dann als Modul Lsomorphismen zwischen
S(E)Y = “_.!.hs T und Ext" zusammenfassen. Auf

s(E)® operieren die Elemente wvon S(E) als Differential-
Operatoren, wenn man die Graduierung positiv (1) numeriert,
aureh sty sy — s%e) @ sUEr @ s™e)ts s™ (e,
Der erste Pfeil wird durch das Duale der Multiplikation in
S(E) induziert. Daher ist das Bild von f(-d) (AL E) unter
dem Serre-Isomorphismus gleich f(=d): AE s™dE)* & ¥,
Da wir f{-d) auch auf kancnische Weise als f & Hom{@aE,p(d))
= E*® SYUE) ansehen xbnnen, erhalten wir das

Lemma 2t

Das in Lemma 1 beschriebene Element ist bis auf einen Fak-
tor durch das System von homogenen "Differentialgleichungen”®
£ A = o0 bestimmt, wobel die Multip llkation durch das
Duale der Multiplikation in S{(E) iiber * @ sde) 0 s™e™

™ d d [ m—d ”* m—d

—> EF® S5 (E) ® 5 (E) ® S (> t'@ s ()" de-
fintert ist. Insbesondere ist Bild P{(€ )} abgeschlossen.

Beweliss

Soweit sich die Behauptungen nicht auf die Isomorphie und
Modulstruktur von S(E)™ und g£xt" Uber S(E) beziehen,
sind sie besprochen worden. Der Rest ist reine Routineange-
legenheit.

3. Schritts

Wir geben mit der LBsung der Differentialgleichung £-A = o
eine explizite Beschreibung von A und zelgen dann, dap
£ ein glatter Morphismus auf Bildt ist, Dann lst daa
Bild auch glatt, also normal,

Die LBsung A wird durch die Tatsache nahegelegt, daf die
Abbildung Hom{E,v) —> Hom({ AM™lg,  AM*lyy cinen katego-

rischen Quotienten beziiglich der Operation von SL(E)
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induziert |[H. Weyl, Klasaische Gruppen] . Falls \dl = E
ist, ist das genau die Determinante, Fir f¢ E S°(E™) ,
das wir als Polynomfunktion ansehen k&nnen, wihlen wir die

wFunktlonaldeterminante” als Kanpndidaten flr E(f) - Sie 1Bt
- { M
definiert durch EﬁﬂSth’) l’ EﬂE'dﬂSd 1lili"'l 9'3’-.!'5 "“ﬂ "'(E":}

Zxef: ForIxeged b Zapro L3 A
Dy SHHNEICE)E , wenn e, eine Basis von E™
und x, die Dualbasis ist, Die kanonische Abbildung s"™(e™
—3» s™EY® ist nur flr char k > m ein Isomorphismus,
Die Funktionaldeterminante 1¥Bt sich auch abstrakt und auf
P(E™) geometrisch interpretieren:
Hom(@® E™, 0(d)) —> Hom(© ® E™,E” @0(d-1)) — Hom(®M (n+1)(d-1})
f t—» 2f = A @A oE

Die lineare Abbildung 2 1ist die totsle Ableitung von
Polynomfunktionen f wund 1st injektiv. Sie ist komponenten—
welse abstrakt definiert als Zusammensetzung Sd(E"') -
sYE)* —» E*@E®sIErT—> E*@5971(E)%, wobeli der letzte
Pfell durch die oben beschriebene Operation von S(E) auf
S(E)™ defintert ist,

Lemma 31
Detd Af 1ist eine LBsung der in Lemma 2 beschriebenen Diffe-

rentialgleichung.

Pies ist klar, und damit ist P{E(f)) = k-Det, df auf den
rationalen Punkten. Daher ist P(E(f)) qglatt auf ihr Bild,
wenn Detd? es int,

Da 3 Injektiv ist, genlgt es zu zeigen, dan Det, glatt
ist, Diese Abblldung ist Einschréinkung von Dets
GL(EY®S{(E™) —> S(E™ und letztere kann man als Weyl-Re=
striktion der gewdhnlichen Determinante suf GL(E} mit Koeffi-
zlenten im Quotientenkdrper von S(E) auffassen. Da Quot
S{E} frei Uber k ist, folgt alles aus der Glattheit der
Determinante nach { DG I, § 4, n®4, Cor 4.8]. Damit ist
der 3. Schritt, also der Hauptsatz bewiesen, der nach Lemma

o, 1, 2 und 3 auch folgendermafen formuliert werden kanng
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Hauptastz (2. Fassung)t
sei char k > {(nel)(d-1) . Der anfanus beschriebene Mor=

P(E): EndP(E) —> P(Ext"(0, A g -a)e€1))

phismua
wird induzlert durch den Morphlsmus

E@SI(E®D —> SWAI-Y(E*) (char k beliebigl),
£ e Detd3f
dile Funktionaldeterminante der algebralschen Abbildung
Fi A(E) —> MA(E) . P(&) ist als Morphismus auf sein Bild
glatt, Hauptfaserblindel und ceometrischer Quotient filc die

Operation ven ae Aut P(E) auf fe€ EnddP(E) durch feaef o

Zusatzi:

P(E) ist Hquivarlant in Bezug auf die Qperation von ae€ Aut
P(E) auf feEnddP(E) durch f +~ fea und der natiirlichen
Operation auf Ext™©, A" HO-D@E)) = g Aen,y

Mit Hilfe der Beschrelbung von P(g€) durch die Funktional=
determinante 1st der Zusatz sofort deutlich, wenn man bedenkt,
dap die Operation auf EnddP(E) durch die natiirliche Ope-
ration auf dem zweiten Faktor {id auf dem ersten) von
E@sd(E®) induziert wird,

Daher hat man es bel der Bestimmung des Quotienten Aut BN
BnddP(E)/Aut ©(E) mit dem klassischen Problem der Bestim-
mung der eigentlich stabilen Punkte (im Sinne Hlilbert-Mum=
fords) von Hyperfllchen zu tun, das sich i.a. als besonders
schwierlg erweist (vgl.[GIT, ch 4, § 2JL Hier hat man Funk—
tionaldeterminanten zu klassifizieren, deren geometrische

Eigenschaften eng mit den Elgenschaften der Verzwelgungspunkte
von f verkniipft sind.

indem man die Endomorphismen von P(E) klassifiziert, hat

man evtl. auch neue und vor allem Ubersichtliche Instrumente
zur Konstruktion von neuen Vektorbindeln auf ®{E) durch

fo (Um)) oder f, (@®(m) usw. Hier erdffnen sich zwelfel-

los neue interessante Probleme und Zusammenhénge,




M.

M.
S.

Al

P.

R,

L.

- 84 -

Literaturi

Zitate erscheinen 1m Text abgekilrzt. Extreme Abklrzungen

sind hier in Klammern angegeben.

Atiyah, Vector bundles over an elliptic curve, Proc London
Math Soc (3), 7, 1957

Barth, Some properties of stable rank-2-vektor bundles
on P_ , Math, Ann, 226, 1977

Moduli of vektor bundles on the prjective plane

Mathem. Institut Univ. Erlangen, 1977
Bourbaki, Algebre, chap 1-3, Paris 1970 (AL)
Chevalley, Seminaire: Anneaux de Chow et applications

Secr, math., Paris 1958

Demazure, P, Gabrie}, Groupes algebriques, Paris 1970 (0@}
McLane Homology, Berlin 1963

Godement, Topologie algebrique et theorie des falsceaux
Paris 1958

F.R. Gantmacher, Matrizenrechnung 1I, Berlin 1959

Grothendieck, Sur quelques pocints d'algebre homologique
T8MRBku math. J., vol %, 1957

tléments de gbombtrie algbbrigue (EGA)
Publ, math, 4, 8,11, 17, 20, Paris 1960 ¢

Hirzebruch, Topological methods in algebralc geometry
New York, 1966

, Horrocks, vector bundles on a punctured spectrum of a

local ring, Proc London Math Soc, vol XIV, 1964

Marayuma, Stable vector bundles on an algebralc surface
Nagoya math. J., 58, 1975

Mulczinskl, Moduln und Endomorphismen der projektiven
Geraden, Diplomarbeit Bonn, 1973

Mumford, Introduction to algebraic geometry {ITAG)
Harvard Uni-Press




= 185 =

D, Mumford, Lectures on curves on an algebralc surface
Princeton, New Jersey, 1966 (LOCOAS)

Abellan varleties, Oxford 1970
Geometric invariant theory, Berlin 1965 (GIT)

R. Schwarzenberger, Vector bundles on the projective plane
Proc London Math Soc, 11, 1961

Seminalre des assistants, Inst Math, Strasbourg, 1964/65
J.P, Serre, Faisceaux algébriques coherents {FAC)
Annals of Mathem,, val 61, 1955

Shafarevicz, Basic algebralc geometry (BAG)
Grundziige der alg. Geometrie, Braunschweig 1972

v.d., Waerden, EinfUihrung in die algebraische Geometrie
Berlin 1973 (EAG)
Algebra IT, Berlin 1959

V. Dlab, Indecomoposable representations of graphs

C.M.Ringel an algebras, Providence 1976




- 86 =

Index!

affiner Raum

Aufldsung, universelle
assoziierter Modul
abgeleitetes Blndel, Ableitung
Bi'ndel = Vektorbiindel
besonders stabil

Chernklasse, -charakter
Charakter, Stabilitlt testend
dualer proj. Raum
Diffarentialbiindel
Elnschrdnkung

exakt {Vektorbiindelsequenz)
Erweliterung, universelle
Faser

faserwelse injektiv
geometrischer Punkt

global erzeugt

globale Schnitte

0.0
2,6
3.5
4,2
0.2
562
3.2

©.0
1.3
.5
0.7
4,3

{ Hirzebruch]
[ Mumford, GIT]

0.2, 0.3

0.4
C.1
1.5
1.4

generisch = sich auf eine offene dichte Menge bezishend

Grad (eines Blindels auf @ )

{(eines Morphismus)
Geradenbiindel
Hopf-Blindel
Halm
halmwelse injektiv = jinjektiv
induzierter P(E)-Modul
Kroneckermodul (ilber E)

{(eines [P(E)-Moduls)

Komplex, universeller
Kern (elnes Homon, von Bindeln)
Modulischema
Moncmorphlismus (X -Modul) =
Injektion
ronomial

m—te universelle Erweiterung
(Ableitung)

4,2
A.1

0.7'

1.2
0,2
0,2
2,4
2,3
2,2
2.6
0.3

1.1

=" 015
{ Mumford, GIT)




T

projektiver Raum

Punkt

©(E}=-Modul

{eines Xroneckermoduls)

polynomial(Vek torbiindell)

Rang

regullr

symmetrische Algebra

sur jektiv

Schnittfunktor

Schnlitt, globaler

Schnittmodul

symmetrische Potenz

Stufe

stabil

Tangentialbflindel

tautologisches Bilndel

torsicnsfrel (Kroneckermcdul)

triviales Vektorblindel

Toddpolynom

Tenscrprodukt (von Vektorblndeln)

universelle Aufldsung

universelle Erwelterung

universeller Komplax

uniform in Stufe 1

Vektorbiindel

verschiebung (eines Vektorbindels)
(eines Xroneckermoduls)
(eines gradulerten
Moduls)

¥ =Modul
¥ —Modulgarbe

0.0

O.1

0.3

2.4

4.2.2

0.2, 0.5

3.5

1.5.1, 0.7

0,2

1.4

1.4

2.1

0.7

4.3,.2

5.2 [Mumford, GIT]

1.3

1.1

3.5

0.5
(Hirzebruch]

0,7

2.6

4.3

2.6

5.7

0.2, 0.5

1.1

3.4

3.4

0.3
0,2




Zejichent

n+l
P(E)
A(E)
G6r_(v) ,

Gr(v)

s™(v)
Mod® , A6
oo €, 46

F(H)

s™(r)

Krons, Kron

Krono

- 88 =

Grundk8rper

Grundvektorraum idber k
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